n treatments and n blocks will be used (HinkeLmann, 1966).

For (ii): This is a combination o partial diallel crosses
o Type | and II. At the population level the methods for
constructing a partial diallel cross Type II can be used. A
correspondence is set up between the populations and the
treatments of a PBIB design with blocks o size two. If
treatments i and j occur together in a block then P; X P;
will be present (HinkeLmann and KemprrHorne, 1963). At the
individual level the same principles will be applied as in
(i) for every P; X P; sampled.

Summary

A two-level diallel mating design has been defined. A
model for the observations from this design has been given
together with an appropriate analysis that yields informa-
tion about various types o combining abilities. The prob-
lem o a genetic interpretation d combining ability vari-
ances has been discussed. Finally some modifications o the
mating design have been mentioned.

Key words: Diallel, mating design, inter-population crosses, com-
bining abilities, incomplete mating design.

Zusammenfassung

Ein zweistufiger dialleler Kreuzungsplan wird definiert.
Ein Modell fur die Beobachtungen nach diesem Plan wird

vorgeschlagen mit der dazugehorigen Auswertung. Hieraus
erhélt man Information Uber verschiedene Arten von Kom-
binationseignungen. Das Problem der genetischen Inter-
pretation der Kombinationseignungsvarianzen wird kurz
diskutiert. Schliefdich werden noch einige Modifikationen
des Kreuzungsplanes erwahnt.
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Genetischer Abstand zwischen Populationen

I. Zur Konzeption der genetischen Abstandsmessung

Von Hans-RoLr GReGoRIUS

Lehrstuhl fir Forstgenetik und Forstpflanzenziichtung der Forstlichen Fakultat der Universitét Gottingen

(Eingegangen im Januar 1974)

Das Ziel der vorliegenden Ausfuhrungen besteht darin,
aus der Diskussion einiger in der Praxis haufiger zur An-
wendung gelangter genetischer Abstandsmal3e Kriterien
herzuleiten, die geeignet sind, eine klare Konzeption des
Begriffes 'genetischer Abstand zwischen Populationen' zu
formulieren. Hieraus werden sich auf natirliche Weise
mehrere konkrete Vorschlége fur die genetische Abstands-
messung ergeben.

Diskussion einiger gebréauchlicher genetischer Abstands-
mal3e

Ein Vergleich zweier Populationen auf genetischer
Grundlage wird im allgemeinen an zwei verschiedenen
Stufen interessieren, an der Stufe des Genotyps oder des
Gens. Die unmittelbarste Art und Weise, einen solchen
Vergleich anzustellen besteht wohl darin zu klaren, bis zu
welchem Grade die Genotyp- bzw. Genhaufigkeiten, d. h.
also die genetischen Strukturen bzw. die genetischen Kom-
positionen beider Populationen miteinander identifiziert
werden konnen. Andererseits leitet sich die genetische
Struktur einer Population aufgrund spezieller Paarungs-
verhdltnisse im Zusammenhang mit Selektion, Drift etc.
von ihrer genetischen Komposition ab, so daf3 also der
genetischen Komposition die elementarere Bedeutung zu-

22

kommt. Esist daher sinnvoll, den als Grad der Abweichung
von der ldentitét aufgefaldten Abstand zwischen zwei Po-
pulationen auf die Genhédufigkeiten zu beziehen und jede
Population durch ihre genetische Komposition darzustel-
len. Die Messung eines Abstandes zwischen Populationen
(bzw. deren genetischen Kompositionen) geschieht in der
Mathematik mit Hilfe einer Metrik, die definiert ist auf
der Menge aller miteinander zu vergleichenden Populatio-
nen. Ein 'genetisches Abstandsmafd sollte moglichst alle
Eigenschaften einer solchen Metrik besitzen, d. h. es sollte
1) nur nichtnegative reelle Werte annehmen, 2) symme-
trisch sein, d. h. Population A sollte zu Population B den
gleichen Abstand wie Population B zu Population A ha-
ben, 3) den Wert 0 nur genau dann annehmen, wenn die
beiden verglichenen Populationen identisch sind, 4) der
Dreiecksungleichung gentigen, damit die Abstédnde einer
Population zu zwei anderen miteinander verglichen wer-
den konnen. Diese Forderungen bringen offensichtlich zum
Ausdruck, was man sich intuitiv unter einem 'Abstand’
vorstellt.

Denkt man sich die Allel-Wahrscheinlichkeiten an den
zu betrachtenden Loci in Vektorform angeordnet, so er-
halt man auf natirliche Weise eine Reprasentation der ein-
zelnen Populationen als Punkte (Ortsvektoren) in einem
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euklidischen (kartesischen) Raum, dessen Dimension gleich
ist der Anzahl der Allele an einem Locus, summiert {iber
alle betrachteten Loci. Sollen in einer Menge von Popula-
tionen genetische Abstinde gemessen werden, die sich et-
wa auf m Loci beziehen, an welchen hochstens jeweils n;
i=1,...,m) Allele sitzen, und bezeichnet pi(é) die Wahr-
scheinlichkeit des k-ten Allels am i-ten Locus in der Popu-

lation 1 ( Z pl(l) = 1), so wird die genetische Komposition
kK=1
dieser Population also durch einen Vektor

1 1 1
(pl(l) LIRS ] plg)y p;}.)’ e 7p’(n)21 e ,pmq), AR pm<n)m),
im ( Z n;) — dimensionalen euklidischen Raum darge-
i=1
stellt.

Die auf diesem Raum zu erkldrende Metrik wird auf-
grund ihrer Bedeutung als genetisches Abstandsmaf3 die
Anzahl der Loci, die fiir den Vergleich herangezogen wer-
den, beriicksichtigen miissen. Andererseits sollte keine Ab-
hangigkeit der Metrik von den genetischen Kompositionen
der fiir eine Abstandsmessung speziell gewahlten Popula-
tionen bestehen, da sich sonst der genetische Abstand zwi-
schen zwei Populationen dndern koénnte, falls eine weitere
Population zu den bereits vorhandenen Populationen hin-
zugenommen wiirde. Es bereitet keinerlei Schwierigkeiten,
eine Metrik zu definieren, welche den oben angefiihrten
Bedingungen geniigt; der wohlbekannte ‘euklidische Ab-
stand’ z. B. wire bereits anwendbar.

In der Praxis ist es jedoch in nur sehr seltenen Féllen
moglich, eine vollstdndige Kenntnis der genetischen Kom-
position einer Population zu erlangen, vielmehr ist man vor
allem auf Schitzungen der genetischen Komposition aus
endlichen zufdlligen Stichproben angewiesen. Dieses Pro-
blem ist in der Literatur der letzten Jahre von mehreren
Autoren unter verschiedenen Gesichtspunkten und Bezug-
nahmen behandelt worden. Einige der Vorschlidge jener
Autoren zur genetischen Abstandsmessung wurden inzwi-
schen in groBBerem Umfange auf Fragestellungen aus der
experimentellen Populationsgenetik angewandt. Es han-
delt sich vornehmlich um die MaBe:

G, von Sancnvr (1952, 1953); E von Epwarps u. CavaLii-
Srorza (1964, 1972) und Epwarps (1971); D, von STEINBERG
et al. (1967); B von BALAKRISHNAN U. SANGHVI (1968); D von
Nex (1972).

Mit Ausnahme von Nei, der das Stichprobenproblem nicht
behandelt, gehen die hier angefiihrten Autoren alle von
Maximum-Likelihood-Schitzungen der Gen-Wahrschein-
lichkeiten aus und stellen diese auf die oben beschriebene
Weise als Punkte (Ortsvektoren) im euklidischen Raum
dar. Jeder solche Vektor setzt sich nun also aus Kompo-
nenten zusammen, welche die relativen Haufigkeiten der
einzelnen Allele an den untersuchten Loci in einer Stich-
probe von bestimmtem Umfang wiedergeben und unter-
liegt damit zufallsbedingten Schwankungen. Insbesondere
sind die relativen Hiufigkeiten der Allele eines beliebigen,
nur fiir sich betrachteten Locus multinomialverteilt, d. h.
die vermittels der einzelnen Loci erkliarten Randverteilun-
gen entsprechen einer Multinomialverteilung.

Die oben zitierten Arbeiten befassen sich ohne Ausnah-
me mit dem Fall ungekoppelter Loci und definieren von
dieser Annahme ausgehend im ersten Schritt Abstandsma-
Be fiir einen Locus, um dann im zweiten Schritt durch ein-
fache Addition der Abstidnde bzgl. der einzelnen Loci zu
einem Gesamtabstand zu kommen. Diese Vorgehensweise
erscheint teilweise gerechtfertigt, wenn man bedenkt, daf3

im Falle gekoppelter-Loci ja lediglich der Ubergang von
den Allel-Wahrscheinlichkeiten zu den Gameten-Wahr-
scheinlichkeiten noétig ist, um dasselbe, urspriinglich fir
einen Locus definierte Abstandsmafl verwenden zu kénnen.

Folglich verbleibt nur noch die Frage, inwiefern die Mul-
tinomialverteilung der Allele eines Locus in die Konstruk-
tion eines genetischen AbstandsmafBes eingehen sollte.
BALAKRISHNAN-SANGHVI sowie Epwarps stimmen in der For-
derung {Uberein, eine Tranformation des urspriinglichen
euklidischen Raumes in sich selbst vorzunehmen derart,
daB3 ‘ein Abstand dieselbe Signifikanz hat, in welcher Rich-
tung und welchem Teil innerhalb des neuen Raumes er
auch immer gemessen wird’, Epwarps préazisiert diese For-
derung, indem er zum Ausdruck bringt, daB3 eine solche
Transformation die Multinomialverteilung in eine sphéa-
risch symmetrische Verteilung tiberfiihren miisse, deren
Varianz unabhingig von ihrem Erwartungswert ist. Die
Autoren wihlen verschiedene Transformationen, wobei al-
lerdings BALAKTRISHNAN-SANGHVI versdumen, fiir ihre Trans-
formation die Giiltigkeit der von ihnen selbst aufgestellten
Forderung nachzuweisen. Weiterhin treten sie keinerlei Be-
weise flir die durchaus nicht triviale Behauptung an, daf3
ihr Maf3 B der Dreiecksgleichung gentlige. Gegen eine Ver-
wendung von B spricht ebenfalls die Tatsache, dal dieses
Ma8B von den fiir eine Abstandsmessung speziell gewé&hlten
Populationen abhéngt. Damit sind wenigstens zwei der ein-
gangs begriindeten Eigenschaften, welche ein genetisches
AbstandsmaB besitzen sollte, nicht gegeben. Ahnliches gilt
teilweise auch fiir die MaBle G, und D,, die auBlerdem, wie
Kurcynski (1970) zeigte, identisch sind.

Andererseits erfillt Epwarps‘ E all die hier aufgefiihrten
Bedingungen und sollte daher allen bis hierher erwihnten,
auf zufilligen Stichproben griindenden genetischen Ab-
standsmessungen vorgezogen werden:

Bezeichnet p ) (1=1,2;i=1,...,m; k=1,...,n) die
relative Haufigkeit des k-ten Allels am i-ten Locus in ei-
ner Stichprobe aus der Population 1 (wobei die Stichpro-
benumfinge fir 1 =1 und 1= 2 gleich sein miissen), so
erhilt E die Darstellung

Y1 o (2)l
8(1 — Z_ -l/pfk Pii’

&
Il
I| D3

\
(+ Z ]/ ”/nl)uT Z l/ p(z)/m

Zu diesem Ergebnis gelangen Epwarps U. CAVALLI-SFORZA,
indem sie zwei Transformationen der relativen Hiufig-
keiten nacheinander ausfiihren: 1) die wohl urspriinglich
auf FisHer (1958) bzw. BHATTACHARYYA (1946) zuriickzufiih-
rende sog. Winkel-Transformation der Allelhdufigkeiten,
die gleichbedeutend mit der Zuordnung

1) (l)
bix > V

ist. Hierdurch wird die Uberfiihrung der Multinomialver-
teilung in eine anndhernd sphéirisch-symmetrische Vertei-
lung mit ebenfalls anndhernd vom Erwartungswert unab-
hidngigen Varianzen erreicht. Allerdings besteht noch eine
Abhingigkeit vom Stichprobenumfang, woraus sich auch
die Forderung erkirt, fiir alle miteinander zu vergleichen-
den Populationen gleiche Stichprobenumfinge zu waéhlen.
2) Die stereographische Projektion, welche es ermdglicht,
E als den euklidischen Abstand in dem auf diese Weise
zweifach transformierten euklidischen Raum zu definieren.

Wie eine einfache Uberlegung zeigt, ist der maximale
Wert, den E? annehmen kann gleich
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m 8
2t Yinh?’
so daf die folgende Normierung von E? vorgenommen wer-
den kann:

En—_ B

m 8
2+ Y1/

Es war eingangs bereits erwdhnt worden, daB Nei‘s Maf3
D nicht auf den relativen Allelhdufigkeiten in zufilligen,
endlichen Stichproben aus bestimmten Populationen auf-
baut und daher auch all die Schwierigkeiten ausklammern
kann, welche aus gewissen Verteilungsannahmen von
Stichprobenwerten erwachsen wiirden. Voraussetzung fiir
die Anwendung von D ist eine vollstidndige Kenntnis der
genetischen Kompositionen miteinander zu vergleichender
Populationen und nicht nur deren Schitzungen aus Stich-
proben. D miBt also den ‘wahren’ Abstand zwischen den
genetischen Kompositionen zweier Populationen. Das Maf@3
ordnet Populationen, die keine Gene gemeinsam enthalten
immer den gleichen maximalen Abstand voneinander zu,
wie auch immer diese Gene ansonsten verteilt sein mégen,
eine Feststellung, welche z. B. flir E nicht zutrifft. Dieser
positiven Eigenschaft steht allerdings als Nachteil entge-
gen, dafl D nicht die Dreiecksungleichung erfiillt und Wer-
te annehmen kann, die nach oben nicht beschrinkt sind.

Die wesentlichen Ergebnisse dieser Diskussion lassen
sich somit wie folgt zusammenfassen: Soweit die hier an-
gefiihrten MafBle sich auf das Stichprobenproblem beziehen,
stellen sie offenbar den Versuch dar, einen Abstand zwi-
schen verschiedenen Stichprobenverteilungen zu beschrei-
ben, und eine Schitzung dieses Abstandes anzugeben. Da-
mit wird also eine Fragestellung aufgegriffen, die fiir nor-
malverteilte Zufallsvariablen bereits von MaHALANOBIS
(1936) behandelt wurde. Leider jedoch ist unserer Meinung
nach aus allen Arbeiten keine klare Definition des Ab-
standsbegriffes ersichtlich (was auch auf die Arbeit von
Ner zutrifft), und es wird weiterhin darauf verzichtet nach-
zuweisen, in welchem Zusammenhang Unterschiede zwi-
schen Stichprobenverteilungen mit solchen zwischen gene-
tischen Kompositionen bzw. Strukturen stehen. Letzteres
aber sollte ja gerade die Grundlage sein, auf welcher eine
genetische Abstandsmessung aufbauen konnte. Aus diesem
Grunde erscheint es sinnvoll, an dieser Stelle einen Vor-
schlag flir die Konzeption des genetischen Abstandsbegrif-
fes zu unterbreiten.

,also 0 < E2 1.

Konzeption des genetischen Abstandes zwischen Popula-
tionen

Jede Population wird durch ihre genetische Komposi-
tion bzw. Struktur reprisentiert, wobei diese beiden im
Falle hypothetisch unendlich groBer Populationen mit Hil-
fe von Wahrscheinlichkeiten und im Falle endlich groBer
Populationen mit Hilfe von relativen Haufigkeiten be-
schrieben werden. Der ,genetische Abstand“ zwischen je-
weils zwei Populationen wird als Abstand zwischen deren
genetischen Kompositionen bzw. Strukturen aufgefaBt.

Die anschlieBenden Ausfiihrungen fur genetische Kom-
positionen lassen sich sinngemif} auch auf genetische Struk-
turen tbertragen. Wir wollen uns vorerst auf die Betrach-
tung nur eines Locus mit beliebig, aber endlich vielen Al-
lelen beschrinken.

Wie bereits eingangs erldutert, konnen die genetischen
Kompositionen der einzelnen Populationen als Vektoren
im euklidischen Raum, dessen Dimension gleich der An-
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zahl der verschiedenen Allele am betrachteten Locus ist,
dargestellt werden. Die Komponenten eines solchen Vek-
tors sind die Allel-Wahrscheinlichkeiten bzw. relativen Al-
lelhdufigkeiten in der derart reprisentierten Population.
Da sich in einem geschlossenen System die Allel-Wahr-
scheinlichkeiten bzw. die relativen Allelhdufigkeiten im-
mer zu 1 summieren und nicht-negativ sind, liegen alle
Vektoren in einem bestimmten Teilraum @, eines eukli-
dischen Raumes etwa der Dimension n:
Oy ={x|x=(xX,..,%); x; 20 fliri=1,...,n
n

Z X; = 1}:

i=1

O, wird im allgemeinen als n-dimensionales Simplex be-
zeichnet. Berticksichtigt man nun all die zuvor aufgezihl-
ten Eigenschaften, welche ein genetisches Abstandsmafl be-
sitzen sollte, so lauft dies hinaus auf die Konstruktion von
auf 6, definierten, beschrinkten Metriken d(.,.), welche je
zwei Populationen, die keine Allele gemeinsam haben, den
groBtmoglichen Abstand zuordnen. Sind z. B. %,y ¢ ©, sol-
che Populationen, die also im Sinne der Geometrie ortho-
gonal aufeinander stehen — oder gleichbedeutend hiermit
— deren skalares Produkt

n
x|y):i= Y %3
i=1

gleich 0 ist, dann soll die Beziehung

d(x, y) = sup d(u, v) (= kleinste obere Schranke von d(.,.)
u, veB,

auf 6)) Giiltigkeit haben.

Daf3 solche Metriken existieren, mogen die folgenden,
leicht interpretierbaren Beispiele zeigen.

Sei x = (xy,..., X,) ein Vektor des n-dimensionalen eukli-
dischen Raumes, dann ist die euklidische Norm (Linge) von
x wie folgt erklart

n

(SIS

Mit Hilfe dieser Norm und des bereits eingefiihrten ska-
laren Produktes von Vektoren definieren wir fir x,ye@,:

n

do(x,y)tzig % —vil
d,(x, y) 1= H ]/( __xy)

%9 = Ty Il 131

xly)

duo(x,y) :=

(%) 1= are cos T B
ds(x,y) := [IT(x) — T(y)|| = V2(1 — (Tx) | T(y))); hierbei ist

T(xy, - Vx,) die Winkeltrans-

formation.

. xn) i (VX;, v

dy(x,y) := arc cos (T(x) | T(¥))-

d, ist der euklidische Abstand zwischen den auf die Lin-
ge 1 normierten Vektoren und d, der im Bodenmafl gemes-
sene Winkel zwischen diesen. Fiir d; und d, gelten die glei-
chen Interpretationen, jedoch bezogen auf die transformier-
ten Vektoren. Aufler der Giiltigkeit der Dreiecksunglei-
chung bei d, und d, (die z. B. bei Rinvow, 1961, S. 4—5 nach-
gewiesen ist) sind in allen fiinf Fillen die oben geforder-
ten Bedingungen trivialerweise erfiillt. Es sei noch ange-
merkt, daBl die Metriken d; und d, bereits in einer Arbeit
von Epwarps-Cavarii-Srorza (1964) zur genetischen Ab-
standsmessung benutzt wurden, dort jedoch aus einer an-
deren Zielsetzung heraus resultieren. BHATTACHARYYA (1946)
benutzt d?, (A% zur Messung der Divergenz zwischen Mul-
tinomialverteilungen und leitet eine approximative Ver-
teilung einer Schitzung D’2 von A2 her. Die griofiten Werte,
welche d,, d, und d; bzw. d, und d, annehmen koénnen sind
2, V2 bzw. 1I/2, so daB also zusitzlich eine Normierung der



Metriken auf Werte zwischen 0 und 1 vorgenommen wer-
den kann. (Weitere Erlduterungen der di(.,.) entnehme man
dem Anhang).

Eine Ausdehnung der genetischen Abstandsmessung an
einem Locus auf beliebig, aber endlich viele Loci kann un-
ter vornehmlich zwei verschiedenen Gesichtspunkten vor-
genommen werden:

1) Jeder Gamet wird als genetische Informationseinheit
betrachtet, und der Abstand zwischen zwei Populationen
soll bzgl. dieser Einheiten gemessen werden;

2) Es sollen die Beitridge der einzelnen Loci zum Gesamt-
abstand getrennt voneinander, jedoch mit unter Um-
stdnden verschiedenen Gewichtungen beriicksichtigt
werden.

Zu 1): Anstelle des Alleles an einem Locus tritt hier nun
der Gamet, so daf3 alle vorangegangenen Bemerkungen
Uber den genetischen Abstand an einem Locus Giiltigkeit
behalten. Es sollte noch darauf hingewiesen werden, daQ3
in diesem Falle zwei Populationen bereits dann als gene-
tisch vollig verschieden voneinander betrachtet werden
miissen, wenn sie an wenigstens einem Locus keine Allele
gemeinsam besitzen.

Zu 2): Die Forderung, daBl die Beitridge der einzelnen
Loci zum Gesamtabstand getrennt voneinander zu bertick-
sichtigen sind, kann erfiillt werden, indem man z. B. fir
jeden Locus einen Abstand im obigen Sinne definiert und
den Gesamtabstand als Funktion dieser einzelnen Abstéin-
de darstellt.

Sollen etwa k Loci in die Betrachtungen eingehen, wobei
der i-te Locus mit n; verschiedenen Allelen besetzt sein
kann (i=1,...,k), dann miissen Abstinde d;(.,.) auf ©,1
definiert sein (die selbstverstéindlich alle vom geichen Typ
sein konnen). Wir nehmen o.B.d. A. an, da3 alle d(.,.)
auf Werte zwischen 0 und 1 normiert sind. Weiterhin wird,
wie eingangs bereits erldutert, jede Population als Vektor,
dessen Komponenten die Allel-Wahrscheinlichkeiten an den
einzelnen Loci enthalten, représentiert. Folglich ist ein sol-
cher Vektor als Element des kartesischen Produktes der
@"i (i=1,...k) aufzufassen, und der Gesamtabstand d(.,.)

mufl auf dem Teilraum

k
6= X @ni (kartesisches Produkt)
i=1

K
des ( 2. n;)-dimensionalen euklidischen Raumes erklart
i=1

werden.

Ist daher eine Population als xs® gegeben, so 148t sie
sich immer in der Form x = (X,,...X;) mit Xi*?@ni i=
1,..., k) darstellen.

Eine sehr einfache und leicht zu interpretierende Abhin-
gigkeit des Gesamtabstandes von den einzelnen Abstanden
ist z. B. durch die folgende lineare Funktion gegeben:

Seien a,, ..., a, irgendwelche positive reelle Zahlen, de-
ren Summe gleich 1 ist, dann wird ein Gesamtabstand
d(.,.) auf ® wie folgt erklirt

k
dx,y) = % LB d; (x;y3)-
i=

Wie man leicht nachweist, hat d(.,.) alle Eigenschaften
einer Metrik und nimmt nur Werte zwischen 0 und 1 an.
Weiterhin ordnet der Abstand d(.,.) unabhiéngig von den
Gewichtungen a; zwei Populationen genau dann den maxi-
malen Abstand 1 zu, wenn dies auch in bezug auf jeden
einzelnen Locus zutrifft. Somit gilt auch fiir mehrere Loci,
was zuvor fiir nur einen Locus als Bedingung formuliert
wurde, ndmlich daB3 zwei Vektoren genau dann maximalen
Abstand voneinander haben sollen, wenn sie orthogonal

aufeinander stehen.-Verschiedene Gewichtungen a; der ein-
zelnen Loci sind z. B. dann von Bedeutung, wenn der ge-
netische Abstand zwischen Populationen bzgl. einer gewis-
sen Anzahl von Loci gemessen werden soll, die polygen ein
Merkmal kontrollieren, und von denen einige in mehr oder
weniger starkem Umfange die Auspridgung dieses Merk-
mals beeinflussen. Falls andererseits kein AnlaB gegeben
ist, irgendwelche Bewertungen der einzelnen Loci vorzu-

1
nehmen, sind die a; = E (i=1,...,k) zu setzen.

Diese Feststellungen bewahren ihre Giiltigkeit auch in
dem Falle, dal man statt der Einzelabsténde di(.,.) deren
Quadrate in die vorangehende Definition einsetzt und an-
schlieBend die Wurzel aus der Summe zieht, i. e. man bil-
det einen Gesamtabstand

Im Vergleich zu d(.,.) werden hier jene Loci, die einen
mittleren Abstand (etwa 0.5) voneinander besitzen, eine
durch die Quadrierung bedingte, geringere Berlicksichti-
gung im Gesamtabstand erfahren.

Schitzung des genetischen Abstandes

Eine Bestimmung des ‘wahren’ genetischen Abstandes
zwischen zwei hypothetisch unendlich groien Populationen
ist in praxi nicht moéglich. Man ist hier im allgemeinen dar-
auf angewiesen, anndhernd zuverldssige Informationen
liber die genetischen Kompositionen der Populationen und
damit tiber deren Abstand aus zufilligen Stichproben zu
entnehmen. D. h. also, auf jeder Population ist eine Stich-
probenvariable erklirt, deren Verteilung durch die gene-
tische Komposition der entsprechenden Population gegeben
ist; diese Variablen werden als voneinander unabhingig
angenommen. Damit stellt sich der (wahre) genetische Ab-
stand zwischen zwei Populationen als Funktionalparameter
der gemeinsamen Verteilung der beiden zugehoérigen Stich-
probenvariablen dar, und eine Schitzung des genetischen
Abstandes ist gleichbedeutend mit einer Schitzung dieses
Funktionalparameters. Leider existieren jedoch keine Ver-
fahren, welche die Berechnung von ‘moglichst guten’
Schatzfunktionen fiir beliebige Funktionalparameter ge-
statten (wie z. B. das Maximum-Likelihood-Verfahren fir
Verteilungsparameter). Wir wollen uns deshalb vorerst mit
dem Hinweis begniigen, dal der Abstand zwischen den
durch relative Haufigkeiten beschriebenen genetischen
Kompositionen in zwei Stichproben eine zumindest konsi-
stente Schitzfunktion fiir den genetischen Abstand der bei-
den Populationen, aus welchen die Stichproben stammen,
ist. Die Konsistenz ergibt sich aus der der relativen H&u-
figkeiten in Verbindung mit der Stetigkeit der Metrik, so-
weit sie der euklidischen Metrik topologisch dquivalent ist.

An dieser Stelle sollte noch einmal betont werden, daf3
zwischen Schitzungen des Abstandes von Verteilungen
(wie sie von den eingangs diskutierten Autoren behandelt
wurden) und Schitzungen des ‘wahren’ genetischen Ab-
standes kein notwendiger innerer Zusammenhang besteht,
da beiden verschiedene Abstandsbegriffe zu Grunde liegen.

Bei der Schiatzung des Abstandes zwischen genetischen
Kompositionen iiber mehrere Loci stot man gleich zu Be-
ginn auf eine definitorische Liicke, welche insbesondere die
prazise Beschreibung der Stichprobenvariablen unmdoglich
erscheinen 146t. Der Begriff der genetischen Komposition
einer Population ist nur fur die Allele eines Locus erklirt
und muB daher eine moéglichst sinnvoll anwendbare Er-
weiterung auf beliebig viele Loci erfahren. Nun kann an-
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dererseits jedes Allel, welches ein Individuum an einem
bestimmten Locus trigt als Bestandteil desjenigen haploi-
den Chromosomensatzes (Genoms) aufgefait werden, der
von einem Elter als Gamet an dieses Individuum weiterge-
geben wurde. Folglich liegt es nahe, die genetische Kom-
position einer Population in allgemeiner Form durch die
Verteilung dieser Genome, die also auf elterliche Gameten
riuckfiihrbar sind, zu definieren. Ein wesentlicher Vorzug
dieser Definition liegt darin, da3 in vielen Fillen Unter-
suchungen der genetischen Komposition einer Generation
mit solchen der Gametenproduktion der vorangehenden
Generation identisch sind. Unsere Stichprobenvariable
kann somit auf der Gametenproduktion einer Population
erkldrt werden. Welche Werte diese Variable annimmt,
hingt nun davon ab, ob die einzelnen Loci nicht getrennt
oder getrennt voneinander in die genetische Abstandsmes-
sung eingehen sollen, wie dies in den Punkten 1) und 2)
des vorigen Abschnittes erldutert wurde. Dort konnte der
Punkt 1) auf die Betrachtung nur eines Locus zuriickge-
fiihrt werden, so daB3 er sich als Spezialfall des Punktes 2)
darstellen lieB.

Seien nun wieder k Loci mit jeweils n; G =1,..., k) Al-
lelen in die Betrachtungen einbezogen und bezeichne e§i)
einen Vektor der Liénge n;, welcher in der j-ten Kompo-
nente (j = 1,...,n;) die Zahl 1 und ansonsten {iberall die
Zahl 0 enthdlt (i =1,...,k). Einem Gameten, welcher am
i-ten Locus unter allen dort mdglichen n; Allelen das j-te

Allel enthilt, wird der Vektor e{’ zugeordnet; dies wird
fir alle Loci i = 1,.. ., k des betrachteten Gameten wieder-
holt, so daB letztlich ein aus den e

5 zusammengesetzter

k
Vektor der Lénge » n; entsteht, welcher genau k Einsen
i=1
und ansonsten nur Nullen enthéalt. Dieser Vektor kenn-
zeichnet den Wert, welchen die Stichprobenvariable dem
Gameten zuordnet. Die Verteilung der Zufallsvariablen
wird durch die Verteilung der Gameten bestimmt. Einer

Stichprobe vom Umfang N aus der Gametenproduktion ent-
k
sprechen dann also N solcher Vektoren der Linge > n;.
i=1

Ihre Summe dividiert durch N spiegelt somit in den ersten
n Komponenten die relativen Haufigkeiten der Allele am
ersten Locus in der Stichprobe wider; gleiches gilt fiir die
néchsten n, Komponenten bzgl. des zweiten Locus, etc. Die-
se relativen Haufigkeiten gehen dann in die o.g. Schit-
zung des genetischen Abstandes ein. Hieraus mag man nun
ersehen, dal die Konsistenz der Schitzfunktion erhalten
bleibt, ungeachtet ob die einzelnen Loci abhéngig vonein-
ander bzw. gekoppelt sind oder nicht.

Anhang

Im vorletzten Abschnitt hatten wir die dort definierten
Metriken dy(.,.) bis d,(.,.) (in ihrer normierten Form) zur
genetischen Abstandsmessung empfohlen und damit zu-
gleich darauf hingewiesen, da3 moglicherweise noch weite-
re Metriken mit den gewlinschten Eigenschaften existieren.
Die Entscheidung fir die Wahl einer dieser Metriken (Ab-
stinde) wird nun davon abhingen, welche zusidtzlichen For-
derungen man an sie stellt.

Vorab sollte jedoch insbesondere die folgende Invarianz-
bedingung fiir alle in dem hier angesprochenen Rahmen
zuldssigen Metriken weitgehend erfiillt sein: Trifft fiir die
genetischen Kompositionen u,v,x,y vierer Populationen
bei Verwendung einer gewissen zuldssigen Metrik d(.,.)
die Beziehung d(u, v) < d(x,y) zu, dann soll dies auch fir
alle zuldssigen Metriken gelten. Andernfalls ndmlich kénn-
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ten je nach Wahl einer bestimmten Metrik die Abstands-
verhiltnisse beliebig verdndert werden, was dazu fiihren
wiirde, daf3 die Ergebnisse kaum mehr eine Aussagekraft
besiéfien.

Leider 148t sich an einigen Gegenbeispielen zeigen, daf3
unsere zulédssigen Metriken diese Invarianzbedingung nicht
in allen Féllen ertiillen. Es erweist sich daher als notwen-
dig eine bestimmte Metrik auszuzeichnen, und im Anschluf3
daran nur jene zuladssigen Metriken zu akzeptieren, wel-
che relativ zu der ausgezeichneten der Invarianzbedingung
weitgehend geniligen. Das Problem der besten Wahl eines
Abstandsmafles kann dann unter verschiedenen Gesichts-
punkten (wie z. B. einfache rechentechnische Behandlung
etc.) angegangen werden.

In seiner elementarsten und damit auch anschaulichsten
Form bezieht sich der intuitive Abstandsbegriff auf die
Langenmessung, d. h. also auf den Absolutbetrag der Dif-
ferenz zwischen reellen Zahlen. Da nun diese Absolutbe-
trige direkt und ohne weitere Transformationen additiv
in die Definition von dgy(.,.) eingehen, sollte diese Metrik
ausgezeichnet werden. Weiterhin ist dy(.,.) sogar zulassig,
so daf3 die Verwendung einer anderen im oben beschriebe-
nen engeren Sinne zuldssigen Metrik nur dann zu vertre-
ten ist, wenn zwingende Grilinde vorliegen.

Die anschlieBenden graphischen Darstellungen sollen ex-
emplarisch die Beziehungen der Metriken d,(.,.) und d4(.,.)
zur Metrik d,(.,.) und zugleich mégliche Verletzungen der
Invarianzbedingung illustrieren. Zu diesem Zwecke wéah-
len wir die genetische Komposition y einer festen Bezugs-
population und betrachten d(y,x) als Funktion der geneti-
schen Komposition x einer variablen Population. Es wird
das Beispiel eines Locus mit zwei Allelen fiir drei Be-
zugspopulationen demonstriert.

Man entnimmt den Darstellungen, dal im wesentlichen
d,(.,.) zu groBeren Werten als d,(.,.) und dy4(.,.) zu Kklei-
neren als d,(.,.) fiihrt. Verletzungen der Invarianzbedin-
gungen treten nur dann auf, wenn x und z ‘rechts’ und
dinks’ von y liegen; weiterhin sind die Verletzungen bei
dy(.,.) gravierender als bei d,(.,.), denn es gilt z. B. fir

y=03z=0.x =Y
dy(y, z) = 0.3 < dy(y x) = 0.4 aber
ds(y, z) = 0.404 > dy(y x) = 0.289

und fiir x = (8;22}:

do(y, z) = 0.3 > dy(y, x) = 0.25 aber
d,(y, z) = 0.284 < d,(y, x) = 0.336.

Diese Feststellungen sind selbstverstidndlich nicht in di-
rekter Weise auf den allgemeinen Fall libertragbar und be-
deuten auch nicht etwa, daB es keine weiteren Metriken
gibt, welche die Invarianzbedingung erfiillen, wie das fol-

. s . 2. do(x; y)

gende Beispiel zeigt: — —
1+ do(x, y)

Rivow, 1961, S. 70) und auch im engeren Sinne zuléssig,

wie man leicht nachweist.

ist eine Metrik (siehe z. B.

Zusammenfassung

Die kurzgefaf3te Diskussion einiger gebrauchlicher gene-
tischer AbstandsmafBle fiihrte zu der Feststellung, daB3 in
den meisten Fillen weitgehende definitorische Unklarhei-
ten und Unzuldnglichkeiten bestehen. Insbesondere wurde
darauf hingewiesen, dal die Erkldrung eines Abstandes
zwischen Verteilungen (Stichprobenverteilungen) keine be-
friedigende Antwort auf die eigentliche Frage nach dem
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‘wahren’ genetischen Abstand zwischen Populationen zu
geben vermag. Aus diesem Grunde wurde der Versuch un-
ternommen, eine Konzeption des genetischen Abstandsbe-
griffes zu geben, welche auf mehreren von der Problem-
stellung bedingten grundlegenden Forderungen aufbaut.
Innerhalb des derart abgesteckten Rahmens konnten eini-
ge konkrete AbstandsmalBe angefiihrt werden, von denen
sich wiederum eines dadurch auszeichnete, daf3 es intuitive
Vorstellungen am besten widerspiegelte. Das Problem der
Schétzung des wahren Abstandes aus Stichproben wurde
nur vorldufig umrissen.

Summary

A brief discussion of some measures of genetic distance
in use, led to the conclusion that in most cases there exist
open points as well as insufficiencies in definition. We
particularly pointed out that the interpretation of genetic
distance between distributions (sample distributions) pro-
vides no satisfactory answer to the proper question about
the ‘true’ genetic distance between populations. For this
reason we tried to establish a perspective on the concept
of genetic distance based on several fundamental require-
ments which are implied by the statement of the problem.
Within this scope we specified a few actual measures of
distance from which one has been distinguished because of
its good accordance with intuitive ideas. The problem of

estimation of the true distance from random samples has
been only preliminarily outlined.

Schlagwort: Genetischer Abstand zwischen Populationen (Genetic
distance between populations).
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