The present paper, based on investigations during 1967—
72, provides further evidence that natural pollination in
teak is undertaken by insects. Observations point to two
Apidae-species (Heriades parvula and Ceratina hierogly-
phica) as important pollinators.

The larvae o Pagida salvaris (Pyralidae) caused severe
losses o teak flower buds during 1989—71, while infesta-
tion in 1972 was considerably reduced.

The fertilization percentage after natural pollination is
generally low (0.4%— 1.3% — 5.1%). The low percentage
o flowers developing into fruits is ascribed to an insuf-
ficient number o pollinating insects.

Success o controlled handcrosspollinations was c. 6% —
¢. 20% — c. 60%. With large scale crossing series in mind
the very slow procedure for controlled pollination describ-
ed by Brynoum & Hepecart (1969) should be drastically
simplified by omission d emasculation and even isolation.
Omission o emasculation is justified by therisk o damag-
ing the style during the operation and the high degree
(c. 96%— 100%) o self-incompatibility. Omission o the
slow isolation procedure increases the number o flowers

handled from about 140 to c. 2000 per inflorescence, and
from 50—80 to at least 1000 per man/day. This great in-
crease in number d flowers handled — and consequently
fruits harvested — justifies acceptance of 04% — 1.3% —
51% contamination by natural agents. Handpollination o
all open flowers during the most favourable pollination
period will reduce contamination.

The optimum period for pollination is found to be 11.30
to 13.00 hours.

Fruits grow to full size about 3 days after pollination,
but are not sufficiently ripe until 120—200 days after pol-
lination. At this time (January-February) fruits may still
be hand picked from the trees.
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III. E. Approximationsansatz tiber Taylorreihen

a) Allgemeiner Ansatz

Im Gegensatz zu den doch relativ groben Abschétzungen
(69) und (72) kommt man zu wesentlich genaueren A pproxi-
mationen der durch phénotypische Selektion bewirkten
Genfrequenzanderung A p Uber die Anwendung von Tay-
lorreithen und den daraus zu erhaltenden Na&herungen
durch Abbrechen dieser Reihen nach dem linearen bzw.
dem quadratischen Glied.

Die exakte Formel fur A p war nach (46):

h—(4—v)§+K)
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8
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*) Von der Agrarwissenschaftlichen Fakultat der Christian-Al-
brechts-Universitdt in Kiel angenommene Habilitationsschrift.

Fur die in obiger Summe auftretenden beiden Integrale
kann man unter Verwendung der ublichen Beziehungen
(siehe (64)) schreiben:
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Setzt man nun der kiirzeren Schreibweise wegen:
h—(4—v)dJ + K)
o

so folgt fiir die Genfrequenzinderung Ap aus Gleichung
(73):

=t, und y* =I‘
¢

Ap

8

+ta(Pt, +y9—9 (tv))}] (76)
und nach Zusammenfassen ergibt sich daraus:
8
Ap = % [ > (3) Pvpv{(p—aq) D (t,)
B (77)

+a®t, +y)—p ¢(tv—7*)}]
Fiir die in Formel (77) auftretenden beiden é-Funktions-
werte erhidlt man nach der Tayror’schen Formel die fol-

genden Reihenentwicklungen:

B (t, + 79 = D (t,) +p* DO (L) + (Y*) PO (1) + ...
(*0 (o) 0 (Hr (1) (78)
+ ¢(tv)+n+=r§°”r? ™ (1)
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B (t,— %) = D (t,) — y* DO (t,) + o0 (Y) SO (t,)—. .
%" b (——1)'r (}'*)r (79)
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Dabei ist mit &()(t,) die r-te Ableitung der Funktion
@ an der Stelle t, bezeichnet; Rt und R~ sind jeweils die
Restglieder der betreffenden Reihen.

In der vorliegenden Arbeit soll weder auf Konvergenz-
untersuchungen noch auf Restgliedabschidtzungen dieser
beiden Reihen eingegangen werden; hierfiir sei auf die
mathematische Spezialliteratur verwiesen (z. B. KENDALL
Vol. 1 (1952) oder CouranTt (1955)).

Eine notwendige Voraussetzung fiir die Brauchbarkeit
der tber diese Reihenentwicklungen (78) und (79) erhalte-
nen Approximationen ist lediglich, daB3 y* nicht zu grof3
sein darf, d. h. aber, daB3 eine — gegenliber den Konkur-
renzfihigkeitseffekten — ,,geniigend groBe*“ Umweltvarianz
existieren mufBl. Gerade diese Situation ist aber der Nor-
malfall in dem uns interessierenden biologischen Bereich.

Sollte diese Voraussetzung® ,geniligend groBle Umwelt-
varianz“ jedoch einmal ausnahmsweise nicht erfiillt sein,
dann sind aber auch alle Uberlegungen und Ansitze dieses
Abschnitts III zum groBlen Teil liberfliissig, da ja in einem
solchen Fall die Umweltvarianz als einer der wesentlich-
sten Storfaktoren bei der phénotypischen Selektion ent-
fallt. In diesem eventuell auftretenden Fall ,kleine Um-
weltvarianz“ gelten dann die in Abschnitt II abgeleiteten
Ergebnisse.

Wir konnen daher bei allen folgenden Untersuchungen
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, daB§ y*
»genligend klein“ ist, daBl also die ,reine“ Umweltvarianz

des zugrundeliegenden Bestandes (verglichen mit der Kon-
kurrenzfihigkeit y) ,geniligend groB3“ ist.
Aus den Gleichungen (78) und (79) folgt:

oo *yr—1
D (t, + %) = D(t,) + 1 Zl ﬂ— Dm(t,) (80)
Tr =
o (1) (yp*¥) r—1
S—) =Bty + 3 —) O sty s

Sr=1 r!
Nach Einsetzen dieser beiden Formeln (80) und (81) in
die allgemeine A p-Gleichung (77) erhilt man nach einigen
Umformungen:

o (ot
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pq N N
Ap=s—cY véo(‘)qs "p"{qr§l D)(t,)
oo (—1)r (y¥)r—1t (82)
—p B(t,)
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Fiir die Ableitungen @()(t,) der Funktion & an der Stel-
le t, konnen folgende Ausdrilicke geschrieben werden (sie-
he z. B. Kenparr Vol. 1, 1952):

& O(t,) = (—r~1H,_, (t,) @(t,) (83)

Darin sind die H, ; die Hermrre-Tscursyscuerr — Poly-
nome vom Grad r — 1.

Durch Einsetzen von (83) in (82) folgt:
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und daraus erhdlt man unter Verwendung von p + q = 1:
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Diese Gleichung (85) ist der allgemein gililtige explizite
Ausdruck fiir die in einem Selektionsschritt bei phinoty-
pischer Selektion erzielte Genfrequenzéinderung A p — und
damit folgt aus (85) zusammen mit (10) auch’ein allgemein
giiltiger expliziter Ausdruck fiir den in einem Selektions-
schritt erreichten Selektionsgewinn. ,,Allgemein giiltig* soll
dabei hei3en, daBl bei der Ableitung dieser A p-Formel (85)
keine einschrdankenden Annahmen oder sonstigen Voraus-
setzungen zugrundegelegt worden sind. Die A p-Formel (85)
gilt also in dieser Form fir beliebige Parameterkombina-
tionen und stellt somit die generell giiltige theoretische Lo~
sung dar.

Fir die praktische Anwendung und die direkte A p-Be-
rechnung ist diese Formel (85) jedoch noch denkbar unge-
eignet, da sie drei unberechnete Summen — eine endliche
und zwei unendliche — enthdlt. Aus (85) lassen sich nun
aber ausreichend genaue Né&herungen ableiten, falls die

Umweltvarianz ¢2 ,geniigend grof3“ und damit y* =? und
g

auch 6* = 8 »genligend klein“ sind.
[¢]

Diese einfache Herleitung von Approximationslosungen
fiir A p —und damit auch fir AM — soll in den folgenden
drei Kapiteln ndher behandelt werden.

b) Lineare Approximation

Bricht man die unendlichen Reihen in (85) nach dem li-
nearen Glied ab, so erhidlt man die folgende Ndherung:
8 *H, (t,)
_PaY 8) qi—vpv ot 41 4 (p— g ).
Ap s véotv)q P <p(tv)\|1+(p Q) P

(86)
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oder

_baxy
Ap = sa [

8 g b—art,
> Q)@ vvelt) 1+ ——F— (87)
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" . h—(@4—v)d
Setzt man fiir t, den expliziten Ausdruck t, = ——

g
ein (hierbei ist h wie auch im folgenden stets als Abwei-
chung von K gemessen), so folgt aus (87):

8
Ap = PSEG—Y[ > & avety { 1+
v=0 (88;
P—a)yh—E—v)J
+ 202

Bei einer weiteren Vereinfachung von Formel (88) zur
Abschéatzung von A p macht der Faktor ¢ (t,) in der rech-
ten Summe Schwierigkeiten, da seinetwegen keine direk-
te Berechnung dieser Summe als Funktion von p, h, y, §
und o erfolgen kann.

Zu einer groberen A p-Abschitzung kommt man tber (88)
durch folgende Uberlegung: Fiir feste — aber beliebige —
d- und o-Werte ist

o

h—@4—v)
)=l —

eine Funktion ¢ (h, v) von h und v. Diese Funktion ¢ (h, v)
hat fiir ein vorgegebenes beliebiges h und fiir die in Frage
kommenden neun v-Werte einen gro3ten Wert; er sei mit
M) bezeichnet, d. h. M(h) = Max ¢ (h, v). M(h) ist stetig

v
und immer positiv. Weiter hat diese Funktion an den Stel-
len h=(4—v)d flir v=0, 1, 2, ..., 8 Maxima und nimmt
dort jeweils den Wert (V2z)—! an. M(h) besitzt Minima an
7T—2v

2

den Stellen

dflirv=0,1,2, ... 8 und nimmt dort
fod 7
jeweils den Wert (V27)— 1! e g an; denn:
(7T—2v)2
h—@—v)8 2

o [

— (4—v)d

2

Die Funktion M(h) ist also eine oszillierende Funktion
mit jeweils neun Maxima und Minima. Man kann diese
Funktion M(h) auch ohne jede Schwierigkeit explizit an-
geben, doch soll auf diese mathematische Betrachtung hier
nicht ndher eingegangen werden, da der explizite Funk-
tionsausdruck bei den folgenden Untersuchungen nicht wei-
ter herangezogen wird.

Wie man sich sehr leicht klarmachen kann, ist der Klam-
merausdruck innerhalb der Summe in Formel (88) fiir alle
»biologisch bedeutsamen* Werte der méglichen Parameter-
kombinationen positiv. Dabei soll ,biologisch bedeutsam®
folgendes beinhalten: Es liegen keine besonders hohen oder
besonders niedrigen Genfrequenzen vor, die Selektionsin-
tensitat ist nicht extrem hoch und die Umweltvarianz ist
(relativ zu den Parametern der beiden betrachteten Kon-
kurrenzmerkmale) ,genligend grof3“.

Dann folgt aus Gleichung (88) die Abschitzung:
pq y M(h)
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8 8 :
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Unter Verwendung der folgenden Beziehungen der Bino-
mialverteilung:
8 8 8 8
2 ()@~ vpv=1lund ¥ v()a* vpv=28p (91)
v=oe Vv v=0 v
erhélt man aus (90) mittels (91):

- — h—4§ — 5-8p
Ap<pqysM(h) le(p )y )+(p q) yo- 8p l
[

20 20*
(92)

In diesem Ausdruck stellt die Selektionsintensitat s kei-
ne Konstante dar, sondern s ist von h abhingig: s = s(h).
Denn der Selektionspunkt kann ja vollig dquivalent auf
zwei verschiedene Weisen beschrieben werden: Einmal
durch die direkte Angabe dieses Selektionspunktes h auf
der phinotypischen Skala und zum anderen kann dieser
Punkt h implizit durch die Angabe der Selektionsintensi-
tiat s, d. h. durch Angabe des Prozentsatzes der oberhalb
von h auf der phénotypischen Skala liegenden Individuen,
angegeben werden. In diesem zweiten Fall kann man dann
h als Funktion von s aus der Selektionsbedingung (36) di-
rekt bestimmen.

Diese in (47) explizit angegebene Funktion s = s(h) ist
durch das Auftreten der Gauss’schen Integrale fiir die prak-
tische Anwendung bei unserem Problem der Abschitzung
von A p duflerst unhandlich. Man kann aber auch hier iiber
die Verwendung von Taylorreihen zu ausreichend ge-
nauen Approximationen fiir s = s(h) kommen, wobei die
so gewonnenen Funktionsdarstellungen von s = s(h) eine
wesentlich einfachere und iibersichtlichere Gestalt bekom-
men. Diese Umformung von s = s(h), die fiir unsere mo-
mentane weitere Betrachtung der Abschidtzung von Ap
nach Formel (92) nicht unbedingt in ihrer expliziten Form
benotigt wird (da diese Abschitzung hier nur angedeutet,
nicht aber formal durchgefiihrt wird), spielt aber eine ent-
scheidende Rolle bei den spater zu besprechenden exakte-
ren Approximationen. Daher soll auch erst an dieser Stelle
dann auf diese Funktion s = s(h) ndher eingegangen wer-
den.

Aus Gleichung (92) folgt:

Mh)yp—a)(h+45(p—aq)
2 s(h) o

- M(h)
s(h)
Bezeichnet man den rechten Klammerausdruck in (93)

mit-N(h), und betrachtet man ihn als Funktion von h bei
festen Parametern p, y, d und o, also:

(®—@ [ hM(h) + 4M(h) § (0 — q)
_ My TP ( ) (94)

pPqY
[+

Ap<

‘ (93)

Ny = s(h) 202 s(h)

so kann man nun untersuchen, fiir welche h-Werte die
Funktion N(h) moéglichst kleine Werte annimmt. Diese h-
Werte liefern dann — in (93) eingesetzt — fiir diese Bezie-
hung optimale Schranken sowohl fiir die durch einen Se-
lektionsschritt erzielte Genfrequenzinderung A p als auch
— nach Gleichung (10) — fiir den Selektionsgewinn A M.
Nach Einsetzen dieser so gefundenen h-Werte in die Selek-
tionsbedingung (47) erhilt man die Selektionsintensitit s
als Funktion der vier Parameter p, y, § und o: s = s(p, 7,
d, o). Durch Auflésen dieser Beziehung nach p lassen sich



nun fir bestimmte interessierende Selektionsintensititen s
diejenigen Genfrequenzen p bestimmen, fiir die A p unter
der durch (93) und (94) definierten Schranke liegt, d. h. fir
die A p besonders klein wird.

Die weitere Untersuchung hat daher zunichst nur zu kla-
ren: Fir welche h-Werte nimmt die Funktion N(h) mog-
lichst kleine Werte an? Diese Frage 148t sich am einfach-
sten durch Anwendung numerischer Methoden entscheiden
oder aber auch durch eine ndhere mathematische Untersu-
chung — ausgehend von der notwendigen Extremumbedin-
IN(h)

oh
doch nicht ndher auf diese Zusammenhinge eingehen, da
im folgenden eine andere Methode ausfiihrlich beschrieben
wird, die wesentlich genauere A p-Approximationen als die
durch (92) und (93) bestimmten Schranken fiir A p liefert.

gung = 0. In der vorliegenden Arbeit wollen wir je-

Die zuvor besprochenen Ndherungen unter Anwendung
der Hilfsfunktion M(h) = Max ¢ (h, v) zielten darauf ab, in
v

der A p-Gleichung (88) den Faktor ¢ (t,) in der rechten
Summe durch eine positive obere Schranke abzuschitzen,
aus der Summe herauszunehmen, um dann die Summation
explizit durchfiihren zu konnen. Dies ist in den Gleichun-
gen (89) bis (93) geschehen.

Man kann nun aber auch folgendermaBlen vorgehen:
Man beldfit den Faktor ¢ (t,) in der rechten Summe von
(88), ersetzt ihn aber dort durch eine Taylorentwicklung
und bricht diese an irgendeiner Stelle ab. Da wir uns hier
im Fall der linearen Approximation durch die y*-Reihe in
(85) befinden, soll auch diese Taylor-Reihe fiir ¢ (t,) nach
dem linearen Glied abgebrochen werden. Dies ist jedoch
‘nicht unbedingt erforderlich, und man kann diese Reihe
fiir ¢ (t,) durchaus auch erst nach spéteren Gliedern ab-
brechen. Nach Durchfiihrung dieses Verfahrens ist ¢ (t,)
in ein Polynom in v aufgeldst, die rechte Summe in- (88)
kann gliedweise explizit berechnet und dann zusammen-
gefaBt werden, und man erhidlt auf diese Weise weitaus
bessere Approximationen fiir Ap als mit der zuvor be-
schriebenen Abschiatzungsmethode uber die Hilfsfunktion
M(h).

Dieses soeben mit Worten kurz angedeutete Approxi-
mationsverfahren fiir Ap soll nun schrittweise durchge-
fiihrt werden:

Fur @ (t,) gilt nach einer bekannten Formel (siehe z. B.
KenparL Vol. I, 1952) die Reihenentwicklung:

@ —v)o\T
(o

r!

h, (95)

h
Hr (g) ¢ (;

= 2

g c r=20

h (“@—v)o s
pt)=¢ — .
fliir h &= (4 —v)Jd und fiur v =+ 4.
Fir diese beiden in (95) ausgeschlossenen Sonderfille ist
die Funktion ¢(t,) trivialerweise folgendermafien definiert:

p(t,) = (V22)~! fiir h = (4 —v)§ und

. (96)
Pty =@ (g) fiir v = 4
Bei linearer Naherung folgt aus (95):
B BTV R b bt
—) - — . — — ur —
pey = F TR K

(V2n)—1t fiir h = (4 — v)d
Durch Einsetzen von (97) in (88) erhidlt man schliellich:

p h 8 g (4—v)oh
1p="0000) 3 QI va<1+7
P —aq)y (h— @ —v)J) (98)
1+ 262 :

Gleichung (98) und die nachfolgenden Uberlegungen gel-
ten stets fiir den allgemeinen Fall, daB h &= (4 — v)J ist fiir
allev=0, 1, 2, ... 8. Im Spezialfall, daB fiir irgendein v,
gilt: h=(@4—v,)d, kann man in (88) dieses ¢ (t\,o) als
(V22)—! in die Summe einsetzen und diese gliedweise be-
rechnen. Dieses explizite Ausrechnen wird jedoch durch
den Sonderfall des v,-Gliedes duBlerst erschwert und um-
stdndlich. Da dieser Spezialfall, da3 der Selektionspunkt h
auf der Phinotypenskala genau auf den Mittelwert einer
der Aa-Normalverteilungen fillt, kaum von irgendeiner
besonderen biologischen Bedeutung ist (auBerdem koénnte
man dann fiir eine exakte mathematische Untersuchung ja
auch stets h = (4 — v,) § + ¢ mit sehr kleinem ¢ schreiben),
wird bei den folgenden Uberlegungen dieser Spezialfall
stets ausgeklammert, d. h. wir nehmen immer an:

h+@—v)dflirallev=0,1,2,..., 8.
Unter Verwendung der nachfolgenden Eigenschaften der
Binomialverteilung:

8 8 § 8
2 a@d-v()pv= 2 V() @t vpy =8p
0 v=10

(99)

_—

8
> vt (8) g*-vpv = 56p2 + 8p

erhidlt man nach verschiedenen Umformungen aus Glei-
chung (98):

v Par B o (879 @ —a) (Tpa—2)
Ap="""¢() 1+ o
~ o
(o —a) (y — 89) ) 48 (p—q? (0 —h3y | 109
-+ 5 +
202 204

Diese Formel (100) stellt unsere Naherungslosung fur die
in einem Selektionsschritt (bei phédnotypischer Selektion)
erzielte Genfrequenzéinderung Ap (bei linearer Approxi-
mation) dar.

Analog und zusétzlich zu den bei der Taylorentwicklung
von P (t, £9*¥ in den Formeln (78) bis (88) diskutierten
Gliltigkeitsiliberlegungen und notwendigen Voraussetzun-
gen, muf3 man auch hier bei der Betrachtung der A p-For-
mel (100) — wegen der erneuten Anwendung einer Taylor-
entwicklung in (95) bis (100) — die Bedingungen fiir die
Brauchbarkeit der lber diese zusidtzliche Reihenentwick-
lung (95) erhaltenen Approximationen untersuchen. Eine
notwendige neue Forderung fiir eine ausreichende Ge-
nauigkeit dieser Naherungslosungen ist hier (zusitzlich zu

den friher diskutierten Voraussetzungen tiber y*:l{,
o

d
daB auch 6* = — ,gentigend klein“ sein muB (siehe For-
o]

mel (95)). Das heif3t aber, da3 eine — gegeniiber den Kon-
kurrenzwirkungseffekten — gentigend grole Umweltva-
rianz existiert. Gerade diese Voraussetzung ist nun aber
sehr viel eher erfiillt, als die analoge frithere Forderung

fur y* =I, da die Konkurrenzwirkungsparameter im ge-
=)

samten in Frage kommenden biologischen Bereich meistens
sehr viel kleiner sind als die Konkurrenzfihigkeitspara-
meter. Diese neue einschrinkende Voraussetzung fiir die
Giiltigkeit der in (100) erhaltenen Néherungslosung fiir A p
ist daher sehr wenig einschneidend (siehe hierfiir auch
z. B.: numerisches Beispiel in Abschnitt IV).

Anhand der Formel (100) lassen sich nun sowohl einfa-
che Folgerungen iiber die Grofle der erzielten Genfrequenz-
dnderung und Uber die Abhéngigkeit des A p von den Be-
standes- und Selektionsparametern als auch Aussagen liber
die Lage der Quasi-Gleichgewichte ableiten. Denn faf3t man
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A p in (100) als Funktion von h auf — bei beliebigen, aber
festen anderen Parametern p, y, § und ¢ — so kann man
danach fragen, wo diese Funktion A p = A p(h) méglichst
kleine Werte annimmt. Diese Untersuchung der Formel
(100) kann nun wieder sehr leicht mit Hilfe numerischer
mathematischer Methoden oder aber durch eine allgemeine
Betrachtung der Extrema erfolgen.

Fir eine ndhere Analyse dieser Funktion Ap = A p(h)
ist es aber erforderlich, dal der explizite Funktionsaus-
druck von s = s(h) bekannt ist. (Siehe hierzu auch die im
Anschlul an Formel (92) diskutierten Uberlegungen und
Zusammenhinge.) Dieser explizite Ausdruck der Funktion
s = s(h) 146t sich nun aber relativ einfach — zumindest
in ausreichend genauer Approximation — ableiten:

Bei Anwendung der friiheren Bezeichnungen folgt aus
Gleichung (47) fir die Selektionsintensitidt s (nach einigen
Umformungen) die Beziehung:

8
1—s=p* Y G qgvpvdt,—
v=oV (101)
8 8 &8 8
t2pg 2 QAP et) o T ()@ vPY Pty 4

Entwickelt man die Funktionswerte & (t, * y*) wieder in
Tavrorreihen und setzt fiir die Ableitungen von ¢ die Be-
dingung (83) ein, so erhélt man aus Gleichung (101):

3 8
l—s= Y () @*vpvo ()
v=20

+(@—p) §J & avpve S T () (&) (102)
vZoV =1 @t + 1)! /
8 2 (yNAHy , (t) @ (L))
(2 + a2 ¥ 8 8—vnV . A1 v
(o q)véo(v)q p le @)1
Bei linearer Approximation folgt aus (102) der einfache
Ausdruck:

8 8
1—s= 3 Q@ o)
( ‘;_8 (103)
y(@—p) 8
+ 8 Gy
v=20

Setzt man nun abschlielend auch fiir
h (“#—v)
b (ty) = cb(c - __)

(4]

eine Tavrorreihe an, so ergibt sich daraus bei linearer Ap-
proximation:

h (@¢—v)d h
@ (tv) = (;) I —— (;) (104)
und Einsetzen von (104) in (103) liefert schlieBlich nach eini-

ger Rechnung:

(p—q)w(ﬂ)
(46—*{

4ydh(p —q)
1—8()=s+ +”—9—q) (105)

[ o2

Fir die Gultigkeit dieser zuletzt angewendeten Approxi-
mationen (103) und (104) braucht man keine neuen ein-
schrinkenden Voraussetzungen anzunehmen, sondern es
geniigen hierfiir vollig die bereits allen Untersuchungen
dieses Abschnitts III zugrundegelegten und ausfihrlich

diskutierten beiden Annahmen: y* = I ist ,,gentigend klein“
3 [}

und 6* = - ist ,,genligend klein“.
o)

Die Grofle

p(u)
ist in der statistischen Literatur unter dem Namen , MiLr’-
sches Verhiltnis“ bekannt. Sie wurde sowohl numerisch
als auch theoretisch eingehend untersucht. Ausfiihrliche
numerische Tabellierungen von R(u) findet man z. B. in
K. Pearson’s ,Tables for Statisticians and Biometricians*,
Table III, Part II. Die theoretischen Untersuchungen der
Funktion R(u) beschiftigen sich mit moglichst optimalen
Schranken fiir R(u), Abschitzung der Fehler bei Reihen-
entwicklungen, Kettenbruchdarstellungen usw.; siehe z. B.
CHu (1954), SuenTON (1954), MORGENSTERN (1968). Dieses MiLr’-
sche Verhiltnis R(u) wird bei unseren weiteren Betrachtun-
gen der Genfrequenzidnderung A p eine ganz entscheiden-
de Rolle spielen.

Aus Gleichung (105) folgt durch eine einfache Umfor-
mung:

— 4y5h (p —
B, Y P*—q<<,v—46> — LJLQ) (106)
o} ¢} o~
¢ (;)

und nach Einsetzen von (106) in (100) erhdlt man die ge-
suchte explizite Form der Funktion Ap = Ap (h, p, , J, 0):

pay

B <8y<52 P—q (Tpg—2)
1+h +
B 20t

P—a) (y—sé)) N 4y5 (p_ﬂi__hel"

20" 20t 7. (107)

Diese Formel (107) stellt im Falle linearer Approximation
das Endergebnis unserer theoretischen Untersuchungen der
phénotypischen Selektion in Pflanzenbestinden mit Kon-
kurrenz dar. (Fir eine numerische Anwendung dieser For-
mel siehe: Abschnitt IV.)

Aus Gleichung (107) lassen sich nun alle interessierenden
Ergebnisse und Folgerungen sehr einfach ableiten. Diese

h
cR(g)+(p—q)<(y—45)—

o2

4ysh (p — q) >

Formel ist also der Ausgangspunkt fur alle weiteren Uber-
legungen und fiir die zu ziehenden Schlu3folgerungen.
Fir die praktische Anwendung ist die explizite Formel
fir den Selektionsgewinn A M sicherlich niitzlicher als die
Formel fiir die durch phanotypische Selektion erzielte Gen-
frequenzénderung A p.
Filir A M erhélt man nach (10) und (107):

2pqy (y — 49) 5ot

a (8y5? (P—aq) (Tpg—2)
1+h

(p—q) (}’—85) ) 4}/6 (p—q)? (Gz—hg)_
+ A
202 204

- (108)

AM =

h
SR()+ (p—q)((y—4é)—

Diese beiden Formeln fiir Ap bzw. A M enthalten nicht
mehr die Variable s — und die vorhergehenden Uberle-
gungen und Resultate zeigen, daB3 die Verwendung des Pa-
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rameters h fiir die Untersuchung der phinotypischen Se-
lektion rechentechnisch wesentlich glinstiger ist, als die
Verwendung der Selektionsintensitidts. Beide Parameter



haben zwar eine dquivalente Bedeutung — indem beide
den Selektionspunkt auf der Phinotypenskala festlegen —
und jede kann aus der jeweils anderen iiber die Selektions-
bedingung (47) umgerechnet werden, doch verlaufen alle
Rechnungen mit Ap und A M sowie die Untersuchung der
Quasi-Gleichgewichte bei Verwendung von h als Variable
wesentlich einfacher.

Fir die ziichterische Praxis haben nur Selektionsinten-
sititen eine Bedeutung, die nicht zu niedrig sind, d. h. der
Selektionspunkt h (gemessen als Abweichung von K) wird
in dem uns interessierenden Bereich stets gréBer als Null
sein. Da sowohl die theoretischen Untersuchungen {iiber
Abschéitzungen des Mir’schen Verhiltnisses R(u) als auch
die numerischen Tabellierungen stets nur fiir Werte u >0
durchgefiihrt worden sind und da nach unserer obigen Be-

merkungE > 0 ist, kann man bei der Untersuchung der

[+
Formeln (107) und (108) sowohl alle diese theoretischen Ab-
schitzungen als auch die numerischen Werte aus den Ta-

bellenwerken entnehmen und direkt fiir R(Il) verwenden.
o

R(u) wird mit wachsendem u stets kleiner.

c) Folgerungen und Ergebnisse

1. Der Fall besonders hoher Umweltvarianz o?

In diesem fiir die praktische Ziichtungsarbeit bedeutsa-
men Grenzfall kann man zu einer niitzlichen und auch aus-
reichend genauen Abschidtzung fiir die in einem Selek-
tionsschritt bei phénotypischer Selektion erzielte Genfre-
quenzianderung A p kommen, wenn man in (107) alle Sum-
manden, die o2 oder ¢* im Nenner enthalten, vernachléas-
sigt, und wenn man nur die Glieder, in denen o linear vor-
kommt, beibehdlt. Aus (107) erhédlt man dann die folgende
Formel:

pay

p= 109
®—q (y—46)+oR(%) (109)

oder aber mit y* = T 0= % und h* = P den Ausdruck:
] g [+

pq y*
(p—a) (y* —46%) + R(h¥)

Da R(h*) mit wachsendem h* abnimmt, wachst A p mit
zunehmendem h*. Ausgezeichnete nichttriviale Selektions-
intensititen mit minimalem oder maximalem Ap gibt es
nicht. Dieses Ergebnis leuchtet auch anschaulich unmittel-
bar ein, da bei einer so besonders hohen Umweltvarianz
die verschiedenen Normalverteilungen N(F; — X W), 6%

v(ij)
sich derart stark iiberlappen, dafl die in Abschnitt II und
in Kapitel III C diskutierten Zusammenhénge und Bedin-
gungen fiir Quasi-Gleichgewichte nicht erfiillt sein kon|-
nen. Vernachléssigt man auch in (106) Glieder mit ¢2 im
Nenner, so erhidlt man eine Beziehung, die — in Gleichung
(109) eingesetzt — zu folgender A p-Relation fiihrt:

Ap = (110)

_pay
" so

Ap

e (a11)

[+

Im Spezialfall besonders hoher Umweltvarianz liefert
diese Beziehung (111) also sehr viel kleinere Schranken
fir die erzielte Genfrequenzédnderung A p als die friihere
allgemeine Formel (69). Lediglich fir h = 0 ergibt (111)
dieselbe Schranke wie die friihere Formel.

In diesem Fall einer besonders hohen Umweltvarianz
148t sich der bei phinotypischer Selektion zu erwartende

Selektionsgewinn sehr leicht aus folgenden Formeln be-
rechnen:

2pqy (y — 40
AM— y (v )
h (112)
P—q) (y—49) + oR (;)
oder aber mit den obigen Bezeichnungen:
2pq y* (y — 40)
(113)

- (P—q) (* — 46" + R
2. Der Spezialfall p=q = %

Dieser Spezialfall p = q ist von sehr groBler praktischer
zlichterischer Bedeutung fiir die Untersuchung der Proble-
me der phinotypischen Selektion in Selbstbefruchterpo-
pulationen.

Aus der allgemein giltigen A p-Formel (107) folgt fir
die Genfrequenzinderung in einem Selektionsschritt bei
phénotypischer Selektion in Pflanzenbestinden mit p = q
= 0,50:

h

Y 19 ()
Ap = =

4GR(Z) 4sg

(114)

Auch im Spezialfall p = q liefert (114) sehr viel kleinere
Schranken filir A p als (69); auch hier stimmen die beiden
Schranken lediglich fir h = 0 Uberein.

Das auffallendste an dieser A p-Formel (114) (im Falle
einer linearen Approximation) ist, dal der Parameter §
darin nicht auftritt, d. h. aber, da3 die numerische Grofie
der Konkurrenzwirkung im Spezialfall p = q fiir die Gr6-
Be der Genfrequenzinderung A p keine allzu entscheidende
Rolle spielt. Dies gilt allerdings nur fiir nicht zu grofle
Werte von § (in bezug auf o), denn genau diese Annahme
lag ja samtlichen Approximationen, die zu (107) fiihrten,
zugrunde.

Von groBlerer Bedeutung sind fiir die numerische Gro-
Be von A p nur die Konkurrenzfihigkeit (in Einheiten der
Umweltstandardabweichung) und die Lage des Selektions-
punktes h (auch in o-Einheiten gemessen).

Aus (114) folgt also fiir Ap: Ap ist um so groBBer

1) je groBer y
2) je groBer h,
3) je kleiner o ist.
Die numerische Grée von A p ist gegeben durch:
},*
" 4R(Mh*

Es soll jedoch noch einmal besonders betont werden, da3
dieses Ndherungsergebnis, da3 in Populationen mit p = q
und kleinen Konkurrenzwirkungsparametern (verglichen
mit der Umweltvarianz) die numerische Grole dieser Kon-
kurrenzwirkungen fiir die durch einen Selektionsschritt
erzielte Genfrequenzénderung A p keine allzu entscheiden-
de Bedeutung hat, nur im Fall p = q gilt. Denn fir p3q
spielt die Konkurrenzwirkung eine wichtige Rolle: Es tre-
ten dann namlich im Zihler des A p-Bruches (107) sogar
Terme mit 62 auf, neben verschiedenen anderen Gliedern,
die proportional zu ¢ sind; der Nenner enthilt nur J-Ter-
me. Bei p & q hingt A p also wesentlich von der Konkur-
renzwirkung ¢ mit ab.

Aus (115) und (10) folgt fiur den in einem Selektions-
schritt erzielten Selektionsgewinn A M:

yly—49)  y*(y—49)
AM = =

Ap (115)

(116)
2 R(h*)
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Man kann nun danach fragen, wo man selektieren mu8,
um irgendein vorgegebenes Mindestmafli an Selektionsge-
winn zu erzielen. Gerade diese Frage ist fiir die zlichteri-
sche Zielsetzung des ganzen Selektionsverfahrens von
grundlegender Bedeutung.

Sei M der Mittelwert einer Population mit p = q, in der
durch ein anzuwendendes phinotypisches Selektionsver-
fahren G% (von M) als Selektionsgewinn erhalten werden
soll. Welche Bedingungen miissen hierfiir erfiillt sein und
wie — d. h. wo auf der Phidnotypenskala — muBl man se-
lektieren und welcher Selektionsintensitiat entspricht das?

Fir p = q ist nach (8): M = K. Zunichst muf} trivialer-
weise die nicht notwendig geltende Bedingung AM > 0
erfiillt sein; diese reduziert sich nach (10) auf A p (y — 49)
>0.

Dann gilt aber nach Gleichung (116):

? (y —49)
AM = ———

gk (117)

2 oR(?)

G
Dabei ist g = —— gesetzt.
& 100 &

Um diese Gleichung (117) nach h auflésen zu konnen,
kann man entweder numerisch vorgehen, oder aber man
kann fiir das Mir’sche Verhidltnis Ndherungsformeln ein-
setzen. Wir wollen hier diesen zweiten Weg gehen: Die ein-
fachste — in vielen praktischen Fillen aber schon ge-
niigend genaue — Approximation fur das Miur’sche Ver-

1
héltnis R(u) ist - (siehe z. B. MORGENSTERN (1968)).
u

1+ h* {‘Iy*(é*)2 p—a) (Tpa—2) +

pay*

Ap

(P —q) (* —86%

Aus (117) erhdlt man dann aber mit dieser R(u)-Néhe-
rung:
N 202 gK 2gK
yly—48)  y*(*—46%)
Nach (118) ist h direkt proportional zur Umweltvarianz
6%, d. h.: Je hoher die Umweltvarianz des untersuchten
Pflanzenbestandes ist, um so hoher muf3 die zu wéihlende
Selektionsintensitdt sein, um irgendeinen vorgegebenen
festen Prozentsatz G als Selektionsgewinn zu erzielen. DaQ3
h proportional zu ¢2 und nicht nur zu ¢ ist, zeigt die ent-
scheidende Bedeutung der Umweltvarianz fiir den bei pha-
notypischer Selektion zu erwartenden Selektionsgewinn
wie auch fiir die Frage der Wahl des optimalen Selektions-
verfahrens. Fiir die Selektionsintensitdt s selbst — anstelle
des Selektionspunktes h — erhilt man mittels (106), (117)
und (118):

(118)

20 gK

s=1—@|——

7 (7 —40)

Uber die beiden Beziehungen (118) und (119) 148t sich

also als erste Naherung sehr leicht die notwendige Selek-

tionsintensitdt oder der Selektionspunkt auf der phéno-

typischen Skala errechnen, der fiir die Erreichung eines
bestimmten Selektionszieles erforderlich ist.

(119)

3. Der allgemeine Fall: p & q

Die allgemein giiltige Formel (107) kann man fiir Berech-
nungs- und Anwendungszwecke etwas bequemer schrei-
ben. Milt man die Parameter y, § und h in o-Einheiten und

3

setzt y* = Z, 6* = “und h* = E, so lautet die explizite For-
[¢] [ [+

mel fiir die Genfrequenzanderung A p:

} + (27*5* P—a?1— (h*)2)> ‘

2
(120)

R(*) + (p—a) (0

Wie dieser explizite A p-Funktionsausdruck zeigt, héngt
die Genfrequenzidnderung nicht mehr von den fiinf Para-
metern p, y, 4, 6 und h, sondern nur noch von den vier Pa-
rametern y*, 6* h* und p ab. Die Umweltvarianz ver-
schwindet als direkte Variable, ist aber selbstverstdndlich
implizit in diesen *-Parametern enthalten, indem diese
EinfluB3parameter y* ¢* und h* in o¢-Einheiten gemessen
werden. Man kann also sagen, da3 die Umweltstandardab-
weichung ¢ die eigentliche MafB3einheit flir die die Genfre-
quenzidnderung und den Selektionsgewinn beeinflussenden
EinfluBfaktoren darstellt. Erst bei einer Formulierung der
Parameter in dieser Einheit ergibt sich der relativ einfa-
che und tubersichtliche explizite A p-Ausdruck (120).

Diese, die Bedeutung der Umweltvarianz fiir die phi-
notypische Selektion am treffendsten charakterisierende
Eigenschaft von ¢ als adiquateste MaBleinheit aller ande-
ren Parameter (bis auf die Genfrequenz selbstverstindlich),
zeigte sich auch schon bereits bei den vorangegangenen
Formeln dieses Abschnitts, die auch gréBtenteils in dieser
Weise geschrieben werden konnen.

Es braucht wohl nicht besonders darauf hingewiesen zu
werden, dafl die Genfrequenzidnderung unabhingig ist von
den absoluten genotypischen Werten in den beiden Kon-
kurrenzmerkmalen ,Konkurrenzfihigkeit* und ,Konkur-
renzwirkung® und daf A p nur abhingt von den genotypi-
schen Unterschieden in diesen Merkmalen. Dasselbe gilt
auch fiir den Selektionspunkt h: A p ist nur abhingig von
der Abweichung des Selektionspunktes von K, nicht aber
vom Selektionspunkt selbst.
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Fiir bestimmte vorgegebene Parameterwerte y*, §* und
p kann man den Ausdruck (120) sehr einfach als Funktion
von h bzw. h* untersuchen, um festzustellen, wie die Gen-
frequenzinderung von der Lage des Selektionspunktes ab-
hingt, ob und — wenn ja — wo Quasi-Gleichgewichte ex-
istieren kénnen usw. Auch diese Untersuchung der Funk-
tion A p = A p (h*) kann entweder wieder liber numerische
Methoden oder aber durch eine genaue mathematische
Analyse und Extremwertbetrachtung der Funktion Ap =
A p (h*) erfolgen. Auf diese mathematische Extremaunter-
suchung der Gleichung (120) soll in der bereits friiher an-
gekiindigten theoretischen Arbeit ndher eingegangen wer-
den.

Man kann nun auch hier im allgemeinen Fall p 4= q wie-
der danach fragen, wo auf der Phinotypenskala man selek-
tieren muBl (und welcher Selektionsintensitit das ent-
spricht), damit man einen vorgegebenen Selektionsgewinn
von G% (von M) erzielt. Dies geschieht tliber Formel (10)
vollig analog wie im Spezialfall p = q; daher soll hier
nicht noch einmal besonders darauf eingegangen werden.

Als Beispiel fiir die Aussage und Anwendung von Formel
(120) werden in Tabelle 3 des Abschnitts IV der vorliegen-
den Arbeit fiir den Fall y = 30, p = 0,6, 9 = 0,4, verschieden
groB3e Konkurrenzwirkungen § und fir verschiedene Um-
weltvarianzen o2 die Genfrequenzinderung Ap und der
erzielte Selektionsgewinn A M berechnet.

Fur weitere Einzelheiten zu diesen Formeln (107) bzw.
(120) sowie auf eine ausfiihrliche Diskussion dieser nu-
merischen Ergebnisse sei auf den Abschnitt IV verwiesen.



Wegen der verschiedenen angewendeten Approximatio-
nen gelten die Formeln (107) bzw. (120) — darauf sei zum
Abschlu3 dieses Kapitels noch einmal ausdriicklich hinge-
wiesen — nur filir den Fall nicht zu kleiner Umweltvarianz,
d. h. nur fir den Fall, daB ¢ gegeniiber den Parametern y
und § ,geniigend grof3“ ist; denn es wurden bei den Ap-

proximationen ja Potenzreihen in y* = l; und &* = 2 be-
nutzt und nach dem linearen Glied abgebrochen. Dieses
Vorgehen kann natiirlich nur dann zu befriedigenden Er-
gebnissen fiihren, wenn y* und §* ,,genligend klein“ sind.

Diese Forderung ¢ > y und ¢ > § besagt ja nicht, daf3 die
Umweltstandardabweichung groBer als die genotypischen
Werte in den beiden Konkurrenzmerkmalen F und W sein
soll, sondern es wird dabei lediglich gefordert, daf die Um-
weltstandardabweichung groBer als die genotypischen Un-
terschiede in diesen beiden Merkmalen ist. Dies stellt je-
doch — aus praktischen Gesichtspunkten gesehen — eine
duBlerst schwache Forderung dar, da im gesamten in Frage
kommenden biologischen Bereich die existierende Umwelt-
standardabweichung in ihrer numerischen GréBe wohl
meist weit Uber der numerischen Groée der genotypischen
Unterschiede in den beiden Merkmalen , Konkurrenzfihig-
keit“ und ,Konkurrenzwirkung“ liegen diirfte. So gese-
hen sind die beiden Formeln (107) bzw. (120) dann doch
in einem sehr groBen Anwendungsbereich allgemein giiltig.

Aus diesen Griinden wurden bei den numerischen Be-
rechnungen des Abschnitts IV#*) auch keine s-Werte grofier
als dreiflig benutzt.

Zusammenfassung von Teil 3

Wesentlich exaktere Darstellungen der durch die phino-
typische Selektion bewirkten Genfrequenzinderung Ap
und damit auch des Selektionsgewinns A M ermoglichen
Approximationsansétze liber Tavrorreihen, die stets dann
zu ausreichend genauen Ergebnissen fiihren, wenn die Um-
weltvarianz (im Vergleich zu den Konkurrenzfihigkeits-
und Konkurrenzwirkungsparametern) ,,geniigend grof3“ ist,
was in dem in Frage kommenden biologischen Bereich
wohl meistens der Fall sein diirfte.

Zunidchst wurden (unter Verwendung unendlicher Po-
tenzreihen) in Kapitel III Ea explizite allgemeingiiltige
Formeln fiir die Genfrequenzinderung bei phénotypischer
Selektion hergeleitet. Es schlieflen sich in III Eb — unter
Zuhilfenahme verschiedener TavLorentwicklungen und je-
weiliger linearer Approximation — Ableitungen expliziter
Formeln fiir die in einem Selektionsschritt erzielte Genfre-
quenzidnderung sowie fiir den Selektionsgewinn an.

Anwendungen dieser Formeln sowie einfach daraus ab-
zuleitende Folgerungen und Ergebnisse (z. B. im Fall einer
besonders hohen Umweltvarianz oder im Spezialfall
p = q = 0,50) werden explizit angegeben und diskutiert.

Die Bedingungen fiir die Giiltigkeit und Anwendbarkeit
aller angegebenen Formeln fiir den Selektionsgewinn und
die Genfrequenzinderung werden jeweils untersucht —

*) Der Abschnitt IV folgt in Teil 4 dieser Publikation in der
Silvae Genetica.

desgleichen die Frage nach dem Einflu und der Bedeu-
tung der verschiedenen genetischen-, Konkurrenz- und Se-
lektionsparameter fiir die interessierenden Effekte.

Schlagworte zu Teil 3: Konkurrenz, phinotypische Selektion Gen-
frequenzanderung und Selektionsgewinn bei
positiver Massenauslese, optimale Selek-
tionsintensitéat.

Summary of part 3

Population genetic studies on phenotypic selection in plant
stands with competition

Representations of the changes in gene-frequency Ap
and gain of selection A M caused by phenotypic selection in
one step of selection, which are much more exact than
the previously derived results, are possible using approxi-
mations derived from Tavrorseries. These approximate re-
sults are always of a sufficient exactness if the environ-
mental variance is of “sufficient magnitude” related to the
parameters of competitive-ability and competitive-influ-
ence. But this assumption mostly would be realised in the
region, which is of primary biological interest and im-
portance.

Using infinite power-series in chapter III Ea an explicit
formula with general applicability is deduced for the
change in gene-frequency under phenotypic selection. In
chapter IIIE b there follow — using different TavLorseries
and their linear approximations — derivations of explicit
formulae for the change in gene-frequency and the gain
of selection, which are reached in one step of phenotypic
selection. Applications of these formulae as well as in-
ferences and results, which can be derived from these for-
mulae in a simple manner (for example in the case of a
very large environmental variance or in the special case
p = q = 0.50) are given explicitly and discussed.

The conditions for the validity and applicability of all
the given formulae for gain of selection and change in gene-
frequency are investigated. Finally the question about the
influence and importance of the different genetic-para-
meters, competition-parameters and selection-parameters
on the interesting effects is discussed.
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