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III. Phanotypische Selektion und Konkurrenz bei beliebiger
Umweltvarianz

A. Allgemeiner Ansatz

Im Falle rein additiver Genwirkung in den beiden Merk-
malen ,Konkurrenzfihigkeit“ und , Konkurrenzwirkung*
fallen — bei alleiniger Berucksichtigung von F- und W-
Effekten und unter Nichtberlicksichtigung der ,reinen
Umweltkomponente e — von den funfundvierzig moéglichen
verschiedenen Phanotypenwerten des allgemeinen Falles
(siehe Tabelle 1) verschiedene zusammen, da dersel be Geno-
typ unter verschiedenen Nachbarschafts-Umweltverhalt-
nissen denselben phénotypischen Wert erbringen kann.

Man erhalt in diesem Fall die in der folgenden Tabelle 2
zusammengestellten phanotypischen Werte.

Bezeichnet man den phéanotypischen Wert einer Pflanze
des Genotyps i mit der Nachbarschaft j in der k-ten Wie-
derholung mit Py, so erhalt man aus (1) das Untersu-
chungsmodell:

P =F— X Wy T e
(i)

(27)

*) Von der Agrarwissenschaftlichen Fakultat der Christian-Al-
brechts-Universitat in Kiel angenommene Habilitationsschrift.
»*) Anschrift des Verfassers:
Doz. Dr. Manrrep HUnn, Institut fur Pflanzenbau und Pflanzen-
ziichtung der Christian-Albrechts-Universitéat Kiel, 230 Kiel,
Neue Universitiat/Haus 41, OlshausenstralRe 40-60, BRD.

Dabei ist F; die Konkurrenzfahigkeit des Genotyps i,
e;x ist die ,rein€" Umweltkomponente, Wy ;;, bezeichnet
die Konkurrenzwirkungen der Nachbarn einer Pflanze i
mit der Nachbarschaft j und die Summation »(ij) lauft Gber
die Nachbarn der betreffenden Pflanze.

Im Falle fehlender Dominanz in den Genwirkungen der
beiden Merkmale F und W kann eine solche Nachbarschaft
j (wie Tabelle 2 mit den jeweils zusammengefalten Wer-
ten zeigt) auch aus mehreren mdglichen verschiedenen
Nachbar-Konstellationen bestehen. Unsere Sprechweise
,,Nachbarschaft j" soll dann heif3en, daf3 eine dieser zu |j
gehorenden verschiedenen moglichen Nachbarn-Zusam-
mensetzungen bei der gerade betrachteten Pflanze vorliegt.
Wie Tabelle 2 zeigt, gibt es zu jedem Genotyp i (i= 2 1, 0)
jeweils neun verschiedene Nachbarschaften (im soeben de-
finierten Sinn). Ohne Berucksichtigung der Umweltkom-
ponente e existieren also siebenundzwanzig verschiedene
phénotypische Werte — diese dann jeweils mit unterschied-
lichen Haufigkeiten (siehe Spalte 2 der Tabelle 2).

Wir nehmen nun an, dal3 die Haufigkeitsverteilung des
untersuchten Merkmals aller Pflanzen des zugrundeliegen-
den Pflanzenbestandes mit dem Genotyp i und der Nach-
barschaft j eine Normalverteilung ist mit dem Mittelwert
ui; =F;— 2 W, ; und der Varianz &. Diese Varianz o*

»(ij)
— also die ,,reine" Umweltvarianz — soll fiir alle sieben-

Tabelle 2
Phanotypischer Wert der

Nachbarn- Haufigkeit Zentralpflanze
Gruppe AA Aa aa

- i=2 i=1 i=0
aa, aa, aa, aa Q8 =1 y + 46 49 —y + 46
aa, aa, aa, Aa 8pq’ j=2 y + 30 30 —y + 3
aa, aa, aa, AA 4p>q®
aa, aa, Aa, Aa 24pgqﬁ}%p?q“ ji=3 y + 26 24 —y + 28
aa, aa, Aa, AA 24p°q% ., -
Aa, Aa, Aa, aa 32p:‘qsf56pq j=4 y+ 6 S —y+ 4
aa, aa, AA, AA 6piq*
Aa, Aa, Aa, Aa 16p4q4}70p‘q4 j=5 y 0 —y
Aa, Aa, AA, aa 48p’q*
Aa, Aa, Aa, AA 32p°q? 56p5q3 =6 35 S
AA, AA, Aa, aa 24p5q3} pat =0 4
A, A AA, AA 24D°%) 9gpiqe =7 2 —28 —28
AA, AA, AA, aa 4p6q2} pd ) 4 -
AA, AA, AA, Aa 8p’q j=8 y— 38 —36 —y—35
AA, AA, AA, AA p® j=9 y—40 —49 —y—48

Auch hier in Tabelle 2 sind bei den einzelnen phanotypischen  Werten der konstante Sum-
mand K und die Umweltkomponente e jeweils weggelassen.
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undzwanzig Haufigkeitsverteilungen gleich sein. Dies ist
eine Ubliche — im biometrischen Bereich immer wieder
angenommene vereinfachende Voraussetzung, die jedoch
auch aus praktischen Gesichtspunkten geniligend realistisch
sein diirfte. (Die Voraussetzung gleicher Varianzen inner-
halb der Gruppen ist ja auch eine Grundannahme sehr vie-
ler varianzanalytischer Verfahren).

In der iblichen Bezeichnungsweise haben die P;;,-Werte
also die folgenden Normalverteilungen:

P i NEF;— X Wygj), 0%
»(ij)

o? ist die Varianz der ,reinen Umwelteffekte“ ;;, — und
man kann sicherlich mit ausreichender Genauigkeit anneh-
men, daf3 diese Umweltvarianz vom Genotyp und auch von
der Dbetreffenden Nachbarschaft unabhingig und damit
konstant ist, denn der e;;-Term diirfte in erster Linie auf
Bodenunterschiede, die zwischen den Platzen vorliegen,
auf denen verschiedene Pflanzen stehen, auf Einfllisse der
verschiedenen Startbedingungen der Pflanzen, auf Schéa-
digungen im Verlauf der Entwicklung und auf &hnliche
Ursachen zurilickzufiihren sein, deren Wirkung nicht geno-
typspezifisch und auch nicht nachbarschaftspezifisch sein
dirfte.

Die Gesamthiufigkeitsverteilung der phénotypischen
Werte des untersuchten Merkmals aller Pflanzen des ge-
samten . zugrundeliegenden Bestandes erhdlt man dann
durch Uberlagerung dieser siebenundzwanzig Normalver-
teilungen.

Wir fiihren noch die folgenden Bezeichnungen ein:

(28)

f(l)Jc) = relative Hiufigkeit der phinotypischen Werte des
Genotyps i mit der Nachbarschaft j an der Stelle x
auf der phinotypischen Skala.

f(x) = relative Haufigkeit der Hiufigkeitsverteilung aller
phinotypischen Werte des gesamten Pflanzenbe-
standes an der Stelle x auf der phinotypischen Ska-
la.

p;; = Héufigkeit der Pflanzen mit dem Genotyp i und der
Nachbarschaft j im gesamten Bestand.

ij
Fiir die explizite Form der Hiufigkeitsverteilung £(x)
gilt:

(29)

mit uj; =Fi— X Wy ;).
»(ij)

Fiir die Gesamthaufigkeitsverteilung f(x) erhilt man auf-
grund der zuvor diskutierten Voraussetzungen den An-
satz:

2 9 ij
ix)= 3 2 pyi(x) (30)
i=0j=1
und fir die Héufigkeiten p;; kann man schreiben:
p;; = Haufigkeit des Genotyps i x Haufigkeit der Nachbar-
schaft j.

Aus Tabelle 2 und den zu Beginn dieses Abschnitts III
besprochenen Grundannahmen folgt fiir diese Hiufigkei-
ten Dij:

by = pz(ji1> q°~ipi—t

py = 2pa(; 2 ;) a-tps— (31)

pg = @, 2,) a-ipi=

firj=12,...9.

Fiir die Mittelwerte der siebenundz-vanzig Normalver-
teilungen gilt:
Hej=yt4—(G—1)0+K=y+ (5—j))d + K
;=40 —(F—1)0+K=(5—j)d+K
Mj=—py+4—(F—1D6+K=—y+ 5+ K

(32)

Aus Gleichung (30) erhidlt man unter Anwendung der
Beziehungen (31) und (32) die folgende explizite Form der
Gesamthiufigkeitsverteilung der phénotypischen Werte
aller Pflanzen des untersuchten Bestandes:

t) = ot S Bavpye
v=o0 Vv V2n o
1 /x— @+ @E—v)d+K)\2
e_2< o ) +
8 g 1
2pq- X () QTVPY ———
v=0 27 o (33)
1 /x—((4—vVv)0+ K)\2
e—2< o > +
Q- i & qs—VpV'%
v=0 V V2n o
1 /Xx—(—+@d—v)d+K)\2
sy

Diese Hiufigkeitsverteilung (33) bildet den Ausgangs-
punkt fiir unsere folgenden theoretischen Untersuchungen
zur phinotypischen Selektion, denn eine Selektion der s%
phinotypisch besten Individuen des Pflanzenbestandes
setzt ja notwendigerweise an der phinotypischen Gesamt-
Haufigkeitsverteilung (33) an.

Fiir spiatere Anwendungen werden noch der Mittelwert

HUges Und die Varianz o%;,, dieser Haufigkeitsverteilung (33)

bendtigt.
Man erhilt hierfiir nach einigen Rechnungen:

+ 00

M= [ xf@dx =0 —49) (0 —a) +K (34)
— 00
+oo

s = f X2 £(X) dX — w20y = 0° + 2pq(? + 457 (35)
—

Werden nun in (33) die s% phinotypisch besten Indivi-
duen selektiert, und bezeichnet man die Selektionsschran-
ke auf der phénotypischen Skala mit h und den selektier-
ten Teil in symbolischer Schreibweise mit S, so lautet die
formale Selektionsbedingung:

/ fx)dx =s (36)
h

Wie in Abschnitt II so sei auch hier wieder Haa,g die
Hiufigkeit des Genotyps AA im selektierten Teil S. Analog
definiert man Hj, g und H,, .

Fiir die Genfrequenz p’ in S nach einmaliger phénotypi-
scher Selektion mit der Selektionsintensitit s — und da-
mit auch fiir die Genfrequenz in der nachfolgenden Gene-
ration, da die Population als zufallspaarend vorausgesetzt
war (d. h. Zufallspaarung von S liefert die folgende Gene-
ration) erhédlt man auch hier zunéchst:

., Z2Haag + Hagg
B 2s

p (37)
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Setzt man
HAAES = p*Q,
Ha,s = 2pqQ, (38)
Hy..s = 9®Qo

so folgt aus (37) und (38) nach einigen Rechnungen als Glei-
chung fir die in einem Selektionsschritt erzielte Genfre-
quenzinderung Ap = p’—p:

pa
Ap=-- P@Q:—Q) + a@; —Qu)} (39)

Aus Gleichung (39) 148t sich damit — zusammen mit (38)
und unter Verwendung expliziter Ausdricke fiir die Q-
Terme — die Genfrequenzidnderung A p und Uber (10) dann
auch der Selektionsgewinn A M berechnen.

Die weitere Untersuchung der phinotypischen Selektion
in Pflanzenbestinden mit Konkurrenz kann sich daher
jetzt auf die ndhere Analyse dieses Ausdruckes (39) be-
schrinken.

B. Explizite Darstellung der Genfrequenzdnderung und Be-
merkungen iiber Gleichgewichte

Als Bedingung fir nichttriviale p-Werte mit Ap =0, d. h.
p’ = p, folgt aus (39):
P, —Qy) T A@Q, —Qy) =10

Fiir die in (40) auftretenden @Q-Terme erhilt man nach
einfachen Uberlegungen tiber (36) und (33):

(40)

Qe & By [
= > Q*va"/?
PV , V2n o

e 2

1 (X—(y-l— (4~v)5+K)>2
o dx

8 8 b 1
= 8—vpvVv . N
Q véo(v)q p { Var o
41
1 /x—(4—vV)d+ K)\2 (41
e 2 g dx
o
8 g 1
= ¥ 8—vpv. [—
Q= 3 ()@ { =

e 2

Fir die in den Formeln (39) und (40) vorkommenden bei-
den Q-Differenzen ergibt sich nach (41):

h—(¢4—v)d+ K)

1 <X—(—~y+ @—v) 8 + K)\2
>dx

o

72
o 2
8 8 1
Q—Q = Y (ya*vpv / T e dz
v=20 V2x
h—@y+@—v)i+ K) (42)
o
h—(—+#4—v)d+K) 22
3 K 1 T2
Q—Q, = véo(i)qs_"pv f ]/2—n'e dz
h—(@—v)d+K) (43)
o
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Wie aus (42) und (43) folgt, gilt im Fall fehlender Domi-
nanz in den Genwirkungen von ,,Konkurrenzfihigkeit“ und
»2Konkurrenzwirkung stets:

QR>Q,>Q, fallsy > 0bzw.
Q0>Q1>Qg fallsy<0

Aus der Gleichgewichtsbedingung (40) erhilt man daher
Uber (44) als notwendige und hinreichende Bedingung fiir
Gleichgewichte Ap = 0:

Q= Q=Q (45)

Diese Beziehung (45) ist jedoch (siehe (42) und (43)) nur
in dem trivialen Fall y = 0 moglich! Es folgt daher als Er-
gebnis: Im Fall rein additiver Genwirkung in den Merk-
malen F und W existieren keine ,exakten“ nichttrivialen
populationsgenetischen Gleichgewichte Ap = 0.

Die Bezeichnung ,exakt“ soll ausdriicken, daf3 es sich bei
der soeben benutzten Formulierung um ein mehr mathe-
matisch-theoretisches als um ein biologisches Ergebnis han-
delt. Exakte p-Werte mit A p = 0 sind zwar nicht moglich,
aber selbstverstdndlich konnen Fille existieren, wo das A p
sehr klein und damit ,praktisch gleich Null“ ist.

Das theoretische Ergebnis, daB3 es keine Gleichgewichte
A p = 0 gibt, liegt natiirlich in der mathematischen Form
der Normalverteilung begriindet, die ja ,unendlich weit
ausgedehnt* ist und die fiir beliebig groBle und beliebig
kleine Abszissenwerte noch Funktionswerte ungleich Null
— wenn auch verschwindend kleine — annimmt. Bei einem
beliebigen Selektionspunkt h auf der phanotypischen Skala
liegen in S von Null verschiedene Beitriage aller existie-
renden siebenundzwanzig Normalverteilungen, auch von
den am weitest entfernten. In jedem beliebigen Punkt x
der Phinotypenskala gibt es von Null verschiedene Funk-
tionswerte von allen Normalverteilungen. Das zuvor ab-
geleitete Ergebnis iliber die Gleichgewichte A p = 0 beruht
also auf diesen , Schwanzeigenschaften der Normalvértei-
lungen“. Fiir die biologische Anwendung setzt dies natiir-
lich voraus, da man eine ,unendlich groBle“ Population
vorliegen hat, so daB auch in diesen ,weit entfernten
Schwanzbereichen“ noch absolute Hiufigkeiten von ver-
niinftiger Groenordnung auftreten. In der Praxis hat man
es jedoch stets mit Populationen begrenzten — oft sehr
kleinen — Umfangs zu tun, die stets eine endliche begrenz-
te Variationsbreite haben, so daf3 dieses ,,Schwanzproblem*
praktisch nicht auftritt.

Auch wenn es theoretisch keine Gleichgewichte Ap =0
gibt, so haben fiir die praktische Anwendung p-Werte, fir
die Ap sehr klein ist, dieselbe Bedeutung. Diese — fiir
vorgegebene Parameterwerte fiur s, p, y, 6 und ¢ — existie-
renden p-Werte mit moglichst kleinem A p, nennen wir
»Quasi-Gleichgewichte“. Auf diese Zusammenhinge wer-
den wir spidter noch ausfiihrlich zuriickkommen.

Zusétzlich zu diesen zuvor besprochenen Uberlegungen
gibt es auch noch einen anderen wesentlichen praktischen
Gesichtspunkt: Neben den durch die phédnotypische Selek-
tion bewirkten Genfrequenzidnderungen existieren ja nun
aber auch noch Genfrequenzidnderungen infolge von Zu-
fallswirkungen (,random genetic drift“), iiber deren Rich-
tung man zwar keine, liber deren GroéB8e man aber auch
numerische Aussagen machen kann. Ein durch die Selek-
tion eventuell vorhandenes kleines A p kann Uber solche
durch ,genetic drift* bewirkte Genfrequenzidnderungen
noch weiter verkleinert oder sogar zu Null gemacht wer-
den. Auch diesen — hier soeben nur kurz angedeuteten —
Fall der moglichen Zusammenhédnge zwischen ,genetic
drift“ und eventuell existierenden ,Quasi-Gleichgewich-
ten®“ werden wir spiter noch nidher diskutieren.

(44)



Fiir die Genfrequenzidnderung A p erhilt man nach (39)
mit Hilfe von (42) und (43):

h—((4—v)é+ K)
— 1 2
s _Z
oo (8 _
sp=i 3, Qa P e e
h—@ + @—v)d+K)
] (4]
h—(—+ (4—v)é + K)
e 2
o =
' 2 (46)
— d
+aq Vo e z
h—@—v)$ + K)
o |
Fiir die Selektionsintensitdt s kann man schreiben:
oo _z
8 1
s=p* X% (f,) q*~Vvpv Vor & dz
vZo h—@p+ @—v)é+K)
_ -
oo z"
8 12
+2pq- 3 (3 ¢vpy ——=e ~dz
w=o Vv h—(4—v)é+K) V2=
6 4
oc ?2
8 3 o %y
2 8—vpv —e
te L QT e+ K) V2
[
(47)

Aus Gleichung (46) erhdlt man die Genfrequenzinderung
A p als Funktion der sechs Parameter p, y, 6, 0, s und h
(wegen p + q = 1 kann ¢ eliminiert werden). Mi3t man h
als Abweichung von K, so entfillt K als Unbekannte bei
den folgenden Untersuchungen zur erzielten Genfrequenz-
dnderung bei phinotypischer Selektion in Pflanzenbestin-
den mit Konkurrenz.

Ap=Ap(p,7,9,0,5h) (48)

Die Gleichung (47) bedeutet eine explizite Darstellung der
Selektionsintensitdt s als Funktion der fiinf Parameter p,
y, 6, 6 und h:

s=s(,790h) (49)

Fiir vorgegebenes s kann man aus (49) die Lage des Se-
lektionspunktes h auf der Phénotypenskala als Funktion
von p, 7, 4, ¢ und s berechnen und dann dieses h = h (p,
7, 6, 0, 8) in Gleichung (48) einsetzen. Es folgt dann eine ex-
plizite Darstellung der Genfrequenzidnderung A p als Funk-
tion der Parameter p, y, 6, 0 und s:

Ap=Ap(,94,0,59) (50)

Dieser Ausdruck (50) stellt die gesuchte explizite Form
der Funktion Ap dar. Sie hdngt nur noch von fiinf be-
kannten Parametern — die die Bestandesstruktur und das
Selektionsverfahren beschreiben — ab, und die Untersu-
chung der Wirksamkeit der ph#notypischen Selektion in
Pflanzenbestinden mit Konkurrenz kann nun durch eine
genaue Analyse dieser Funktion Ap=Ap (p,y,d,0,s) er-
folgen.

Bei gegebenem s, y, § und ¢ ist A p nur noch eine Funk-
tion von p: Ap = A p(p). Die p-Werte, fiir die Ap = A p(p)
minimal wird, sind die gesuchten ,,Quasi-Gleichgewichte.
Sie lassen sich also direkt aus Gleichung (50) berechnen.

Der zuvor geschilderte mogliche Eliminationsprozef3 von
h in Gleichung (48) und das explizite Aufstellen und Ana-
lysieren der Funktion (50) ist jedoch mit duBerst aufwen-
digen mathematischen und theoretischen Fragen und Ab-
leitungen verbunden. Auf eine exakte mathematische Be-
handlung dieses Problems soll in einer spdteren — mehr
theoretisch orientierten — Arbeit nidher eingegangen wer-
den.

Eine Untersuchung dieser komplizierten Funktion Ap =
Ap (p, y, 4, o, s) ist selbstverstiandlich relativ leicht iiber
die Anwendung von Methoden der numerischen Mathema-
tik und durch Simulationstechniken mdglich. Auch solche
numerischen Betrachtungen der Funktion A p sollen in der
angekundigten theoretischen Arbeit angestellt werden.

Hier in dem in der vorliegenden Arbeit interessieren-
den Zusammenhang der Untersuchung der phénotypischen
Selektion in Pflanzenbestinden mit Konkurrenzeffekten
und den sich daraus ergebenden Konsequenzen filir die
Pflanzenziichtung, ist nicht so sehr die exakte mathema-
tisch-theoretische Losung (die durch die zuvor besproche-
nen ,Schwanzeigenschaften der Normalverteilungen“ Hu-
Berst erschwert wird) von Bedeutung, sondern es interes-
sieren ,biologisch bedeutsame®“ LoGsungen, wobei ,biolo-
gisch bedeutsam® in dem zuvor besprochenen Sinn zu ver-
stehen ist.

Wir werden uns also in der vorliegenden Arbeit nur mit
Abschédtzungen und Approximationen fiir die Funktion A p
befassen, weil diese Ndherungen fiir die uns interessieren-
den Zusammenhinge und Probleme vo6llig ausreichend
sind. Bevor wir uns jedoch mit diesen Approximationen
ndher beschiftigen, sollen einige einfache heuristische
Uberlegungen zu diesen Fragen der “Quasi-Gleichgewich-
te“ angestellt werden.

C. Heuristische Uberlegungen zur Lage der ,Quasi-Gleich-
gewichte”

Im Fall fehlender Dominanz in den Genwirkungen der
beiden Merkmale ,Konkurrenzfihigkeit“ und , Konkur-
renzwirkung® gelten nach den Gleichungen (42) und (43)
die folgenden Ungleichungen:

Q>Q,>Q, fallsy>0bzw.
QY <Qy, fallsy <0
Die in einem Selektionsschritt durch phénotypische Se-

lektion bewirkte Genfrequenzinderung A p kann nach For-
mel (39) dargestellt werden als:

(51)

ap =22 (@ —Q) + 4@ —Q) (52)

Die 'Quasi-Gleichgewichte liegen also nach (52) und (51)
dort, wo sowohl Q, und Q, als auch Q; und Q, einander
am &dhnlichsten sind (wobei diese beiden Q-Differenzen je-
weils noch durch die Genfrequenzen p bzw. q zu , gewich-
ten“ sind).

1) Wie aus (42) und (43) folgt, liegen — bei festgehaltenen
beliebigen anderen Parametern §, s, 6 und p — die beiden
Q-Differenzen Q, —Q; und Q; — Q, um so niher an Null,
je kleiner die Konkurrenzfihigkeit y ist.

Um Selektionsgewinne in sinnvoller GroSenordnung bei
phidnotypischer Selektion zu erhalten, darf die Konkurrenz-
fahigkeit also nicht zu klein sein. Dieses Ergebnis leuchtet
auch anschaulich unmittelbar ein, denn je kleiner y ist,
um so mehr werden die ,wahren“ genotypischen Effekte
durch die Konkurrenzeffekte iiberdeckt und um so unef-
fektiver kann die angewendete phidnotypische Selektion
sein. Diese Uberlegungen und SchlufBifolgerungen gelten
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fir beliebige Selektionspunkte h, d. h. es existieren in die-
sem Fall keine besonders ausgezeichneten ,,schlimmen® Se-
lektionsintensitdten (fiir die A p besonders klein ist), son-
dern alle Selektionspunkte und damit alle Selektionsinten-
sitdten sind bei sehr kleinem y ,,Quasi-Gleichgewichte*.

2) Neben diesem ersten, etwas unrealistischen, Fall mit
sehr kleinem y kommt man aber auch im allgemeinen Fall
mit beliebigem y aufgrund heuristischer Uberlegungen zu
Aussagen Uber die Lage der Quasi-Gleichgewichte.

Wir gehen auch hier wieder so vor (analog zu den Uber-
legungen des Abschnitts II), daB wir nach den Selektions-
punkten h bzw. den Selektionsintensitidten s fragen (bei ge-
gebenen Parametern p, y, d und o), fir die die Genfrequenz-
anderung A p moglichst klein wird. Sind diese s bestimmt,
so kann man aus der Uber diese Minimalbedingung erhal-
tenen Funktion

s =s(p, 7, 6, 0) (53)
durch Einsetzen bestimmter interessierender Selektions-
intensitédten s und Auflésen der Gleichung (53) nach p die-
jenigen Genfrequenzen p — d. h. die Quasi-Gleichgewichte
— bestimmen, fiir die A p moglichst klein wird.

Sei k;, i =2,1,0, die Anzahl verschiedener Mittelwerte
von Normalverteilungen des Genotyps i, die auf der Phi-
notypenskala oberhalb von h (d. h. im selektierten Teil S)
gelegen sind. Wie man sehr leicht aus Tabelle 2 herleiten
kann, bestehen im Fall rein additiver Genwirkung in den
beiden Merkmalen F und W die Ungleichungen:

k, > k; >k, (inden Filleny > 0,6 > 0undy > 0,5 < 0) (54)
ky > k; 2 k, (inden Fillleny < 0,3 > 0undy < 0,8 < 0)

Die beiden in (52) auftretenden Q-Differenzen Q, — Q;
und Q, — Q, sind einander am &hnlichsten, wenn die Be-
ziehung gilt:

k, =k, =k, (55)

Diese Gleichheitsrelation (55) ist jedoch nur im Inter-
vall 0 <|z| < 0,50, d. h. im Bereich der groten Konkur-
renzvarianz, moglich. (Siehe Hiun 1969, Houn 1970 a—d.)

Auch dieses kann man sehr leicht anhand von Tabelle 2
liber die verschiedenen moglichen phanotypischen Rangfol-
gen der siebenundzwanzig Normalverteilungsmittelwerte
einsehen: Im Fall 0 < |z| < 0,50 folgen in der phénotypi-
schen Rangfolge der y;; die nachstehenden drei — zum
selben v gehdrenden — Mittelwerte jeweils im Abstand y
aufeinander:
y+@—v)o+ XK @4—vd+K; —+@—v)i+K

(furi=2) (furi=1) (furi=0) (56)
v = 0 liefert die drei ersten Phanotypen-Mittelwerte, dann
folgt fiir v = 1 im Abstand |0 — 2y| die néchste Gruppe von
drei Normalverteilungen usw. — bis v = 8. Es existieren
also insgesamt neun solche Dreiergruppen.

Nur im Intervall 0 <|z| < 0,50, d. h. im Bereich grofier
Konkurrenzvarianz, ist die Bedingung k, = k;, = k, = k er-
fiillt. Es sind hierfiir dann die Werte k = 1, 2, ..., 9 moglich,
also:

k=v+1tfirv=0,1,2,.. .8 (57)

Im Gegensatz zu den Uberlegungen in Abschnitt II sind
durch (57) nun aber nicht die Selektionspunkte h und da-
mit die Selektionsintensitdten s und schlieBlich auch die
Genfrequenzen p festgelegt, fiir die A p minimal ist. Auf-
grund heuristischer Uberlegungen kann man aber folgern,
daBl die Selektionspunkte h fiir die Quasi-Gleichgewichte
(nach (53)) entweder in den Intervallen
[y+@—v—1)35+K,—y+ (4—v)3 + K]
firv=20,1,2,...,7
[0,—y + (4—Vv)d + K]
flirv =8

(58)
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oder aber ,in der Nidhe dieser Intervaligrenzen“ liegen
werden, da ja die ,,Gewichtung® durch die Genfrequenzen
noch berticksichtigt werden muf3.

Diese heuristischen Uberlegungen und die daraus gezo-
genen SchluB3folgerungen sind um so richtiger, je weiter die
zuvor beschriebenen (jeweils zum gleichen v gehorenden)
Dreiergruppen von Normalverteilungen voneinander ent-
fernt liegen. Diese Dreiergruppen sind nun aber um so
deutlicher voneinander getrennt, je hoher die Konkurrenz-
wirkung ¢ ist bzw. je mehr § gegeniiber y lberwiegt und
je kleiner die Umweltvarianz o2 ist.

Wird mit den — durch die zuvor in (58) angegebenen
Selektionspunkte bestimmten — Selektionsintensitédten
phénotypisch selektiert, so ist die durch Selektion erzielte
Genfrequenzénderung Ap und damit (nach (10)) auch der
Selektionsgewinn A M um so kleiner, je groBer die Kon-
kurrenzwirkung ¢ in ihrem numerischen Wert ist (bei fe-
sten anderen Parametern y, ¢ und p). Durch die Kombina-
tion von (58) mit (53) und durch Auflésen dieser letzten
Gleichung nach p — flir bestimmte fiir die ziichterische
Praxis interessierende Selektionsintensititen s — erhéilt
man somit Aussagen Uber die Lage der Quasi-Gleichge-
wichte.

Diese soeben nur kurz angedeuteten Untersuchungsmog-
lichkeiten sollen in der vorliegenden Arbeit jedoch explizit
nicht weiter durchgefiihrt werden, denn nach diesen einfa-
chen heuristischen Uberlegungen und SchluB3folgerungen
wollen wir nun zu exakteren Abschédtzungen und Approxi-
mationen fiir die durch phénotypische Selektion bewirkte
Genfrequenzinderung und damit nach (10) auch fiir den
Selektionsgewinn libergehen.

D. Grobere Abschdtzungen der Genfrequenzdinderung

Zu einer einfachen Abschidtzung der Lage des Selek-
tionspunktes h auf der Phénotypenskala kommt man iber
die Ungleichung von CanrteLL (siehe: MORGENSTERN 1968):

Nach dieser Ungleichung gilt fiir die Verteilungsfunk-
tion F(x) einer Zufallsvariablen mit dem Mittelwert m
und der Varianz ¢,? die Beziehung:

(a—m)?
Z o)t + (a—m)?
2

F(a) flir a>m (59)

Gy

F(a) <mm fira<m (60)

Setzen wir in diesen Formeln fiir F die Verteilungsfunk-
tion der Gesamthiufigkeitsverteilung nach (33) ein, fir
a = h den Selektionspunkt auf der phdnotypischen Skala
und fiur m und o¢,2 die fiir f(x) geltenden Werte nach (34)
und (35), so erhidlt man aus (59) nach einigen Umformungen
die folgende Abschiitzung fur die Lage des Selektionspunk-
tes h:

h<e—a(r—4) + ‘/—'%5(02 + 2pq (»* + 46?) )

(Dabei ist h wieder als Abweichung von K gemessen.)

Bei der Ableitung der Formel (61) wurde h > p,,, vor-
ausgesetzt, d. h. es wurde die erste der beiden angegebenen
Ungleichungen von Canteiur benutzt.

Im gesamten uns interessierenden biologischen Bereich
diirfte diese Beziehung h > u,., jedoch stets erfiillt sein, da
nur solche Selektionsintensititen fiir die zlichterische Pra-
xis eine Bedeutung haben, die — wegen der in den Ab-
schnitten I und II diskutierten Zusammenhinge — nicht zu
klein sind; s muf3 jedoch — sowohl aus praktischen als auch
theoretischen Erwdgungen — mindestens so grof3 sein, daf3
der Selektionspunkt h auf der Phénotypenskala {iber dem
Mittelwert der Population liegt.

(61)



Gilt die Beziehung

0%ses T UPges = Nityes (62)

so erhilt man die gegeniiber (61) glinstigere Abschidtzung
(siehe MoORGENSTERN 1968):

< P—q)(y—4d) + K

h < (63)
s

(Hierbei ist h nicht als Abweichung von K, sondern absolut
gemessen.)

Diese Abschitzungen (61) bzw. (63) fur die Grofie h sind
dann von besonderer Bedeutung, wenn man die durchzu-
fiihrende phénotypische Selektion nicht so sehr von einer
vorgegebenen Selektionsintensitdt s ausgehend ansieht,
sondern wenn man von dem kleinsten gerade noch zu se-
lektierenden phinotypischen Wert ausgeht.

Beide Selektionsverfahren, also
1) Selektion der 100 s % phénotypisch besten Individuen

des zugrundeliegenden Pflanzenbestandes oder
2) Selektion aller Individuen des Bestandes, die in ihrem

phénotypischen Wert {iber irgendeiner bestimmten

Schranke liegen (wobei diese Schranke meistens als ein

bestimmter Prozentsatz des Populationsmittelwertes

festgelegt wird)
kommen in der pflanzenziichterischen Praxis nebeneinan-
der zur Anwendung (siehe z. B. Ebwarps 1956).

Mit Hilfe der Abschidtzungen (61) bzw. (63) fir h kann
man nun aber auch in die A p-Gleichung (46) eingehen und
h dort eliminieren. Man kommt auf diese Weise zu Unglei-
chungen {iiber die Genfrequenzidnderung A p. Da dieser
Weg jedoch sehr aufwendig ist und auch nur relativ grobe
Abschitzungen liefert, werden wir in der vorliegenden Ar-
beit andere Methoden anwenden (siehe: Kapitel III E).

Der einfacheren Schreibweise wegen flihren wir zunéchst
die ublichen Bezeichnungen fir das Integral und die Ordi-
nate der standardisierten Normalverteilung ein:

Z x2? 72
45(2):/—1* 2 dx und 2 64
F Vz;;e X und @ (z) = Vin e (64)

Nach dem sogenannten ersten Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung erhilt man aus (46):

8
Ap:pj{ 2z

8 4 ury (PY aQy .
SIREES va(c,w@vHTw:v))J (65)

Dabei sind v bzw. {v* geeignete Werte aus den abge-
schlossenen Intervallen

c E[h—(y+ @4—v6+K) h—((@—v)é+K)
v N

[ (o2

}“ (66)

[h—-((4—v)6+ K) ’ h—(— +@—v)d+K) (©7)
]

(9 o

(W

v

Aus der Gleichung (65) folgt durch einfaches Ausklam-
mern:

. :
Ap="0 [ 20 @R (pe@) taper )|

Da g({v) < (V27)~! und auch @($»*) < (V22) ! (fir alle v)

(68)

8
erhélt man aus Gleichung (68) — wegen 3 (3) Qd~vpv =1
v=0

und p + q = 1 — folgende niitzliche Abschitzung der Gen-
frequenzénderung bei phénotypischer Selektion:

pay pay
AP == =04 ——

S0 V2 (69)

So

Diese Ungleichung zeigt, daB die in einem Selektions-
schritt erzielte Genfrequenzidnderung Ap und damit —
nach (10) — auch der Selektionsgewinn A M um so kleiner
ist, je groBer die Umweltvarianz o2, je geringer die Selek-
tionsintensitdt s und je kleiner die Konkurrenzfihigkeit y
ist.

Dieses Ergebnis demonstriert zugleich die Bedeutung
der benutzten Parameter flir die phinotypische Selektion:
Die Konkurrenzwirkungsparameter kommen in dieser A p-
Ungleichung (69) liberhaupt nicht vor; dafiir ist diese Ab-
schétzung doch noch zu grob. Aber die Konkurrenzfihig-
keit tritt auch schon in dieser ersten Abschidtzung als Pro-
portionalitdtsfaktor auf. Diese Bedeutsamkeit des Para-
meters y fiir den Selektionsgewinn bei phinotypischer Se-
lektion ist auch direkt aus der Tabelle 2 einzusehen: Je
kleiner y ist, um so mehr iiberlappen sich ja die zum glei-
chen j gehorenden drei Normalverteilungen, d. h. aber
auch, um so weniger effektiv kann dann eine phénotypi-
sche Selektion sein.

In den Abbildungen la bis 1d sind die Werte des Aus-

pay
Sa

Selektionsintensititen s (30%, 20%, 10%, 5%) und ver-
schiedene Y-Werte 0,1; 0,3; 0,5; 1,0; 1,5; 2,0) bei variablem

drucks 0,4 - (auf der Ordinatenachse) fiir verschiedene

s}
p (auf der Abszissenachse) graphisch dargestellt.

Die Aussage der Ungleichung (69) ist trivial, wenn

0,4 .Pﬂ?gréﬁer als Eins ist, d. h. bei kleiner Umweltvarianz,
so

grofler Konkurrenzfihigkeit und sehr hohen Selektions-
intensitédten. (Siehe Abbildungen 1a — 1d.) In der zlichteri-
schen Praxis hat man es jedoch meist mit grofen Umwelt-
varianzen und kleinen Konkurrenzfihigkeitsparametern zu
tun, jedenfalls ist in den weitaus meisten Féllen o > 9.
Auch extrem hohe Selektionsintensitdten sind in der Pra-
xis kaum zu verwenden, da man dort stets Populationen
begrenzten Umfangs vorliegen hat, in denen Zufallswir-
kungen eine groBe Rolle spielen konnen. Wie in Abschnitt
II ausgeflihrt wurde, konnen in einem solchen Fall zu ho-
he Selektionsintensitdten zu Inzuchtgraden in der selek-
tierten Population mit zlichterisch duBlerst unerwiinschten
Wirkungen fiihren.

Wie die Abbildungen la — 1d zeigen, liefert die Unglei-
chung (69) auch fiir y > ¢ nichttriviale Abschitzungen fir
die durch phénotypische Selektion in einem Selektions-
schritt bewirkte Genfrequenzidnderung, falls die Selek-
tionsintensitdt nicht zu hoch ist. Je mehr ¢ gegeniiber y
Uberwiegt, um so kleiner werden die durch (69) bestimm-
ten Schranken fir A p. Fiir feste, aber beliebige Parameter
s, » und ¢ ist diese Schranke am kleinsten bei sehr kleinen
und sehr groBen Genfrequenzen, und sie ist groéBer bei
mittleren Genfrequenzen, d. h. bei nicht zu sehr verschie-
denen Genfrequenzen p und q der beiden Allele A und a
(Maximum bei p = q = 0,50).

Fiir weitere Einzelheiten der Ungleichung (69) und die
Diskussion verschiedener numerischer Félle sei auf die
Abbildungen 1a — 1d verwiesen.

Wird

pay
o
gesetzt und wihlt man fiir die numerische Gro8e von ¢ die
Grofe der Genfrequenzinderungen, die unter den gegebe-
nen Verhiltnissen der zugrundeliegenden Population durch
»genetic drift* hervorgerufen werden konnen, so erhilt

e=04- (70)
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Abbildungen la—1d. — Graphische Darstellung der Funktion 0,4 -w fiir verschiedene Selektionsintensitdaten s (30%, 20%, 10%, 5%), ver-

schiedene:( = y*-Werte (0,1; 0,3; 0,5; 1,0; 1,5; 2,0) und variablem p.
a

e

pay
(Graphical representation of the function 0,4 “Tso for different selection intensities s (30%, 20%, 10%, 5%), different — =y*-values (0,1; 0,3;
[}

0,5; 1,0; 1,5; 2,0) and variable p).

man durch Auflosung der Gleichung (70) nach p die Gen-
frequenzen p, fir die gilt:

Ap<e (71)

d. h. aber, diese Genfrequenzen konnen — je nach der Rich-

tung der Genfrequenzinderung durch ,genetic drift* —

Quasi-Gleichgewichte in dem zuvor definierten Sinne sein.
Fiir diese p folgt aus (70):

10
p=s (1)1 252)

p-Werte mit 0 < p <1, die die Gleichung (72) erfillen,
konnen also Quasi-Gleichgewichte sein, falls fiir das ¢ in
(72) die durch ,genetic drift“ bedingte Genfrequenzinde-
rung in der untersuchten Population eingesetzt worden ist.

In den Abbildungen 2a — 2d sind die p-Werte nach For-
mel (72) (auf der Ordinatenachse) fiir verschiedene Selek-
tionsintensititen (30%, 20%, 10%, 5%) und verschiedene

p* =Y _Werte 0,1; 0,5; 1; 2; 5; 10) bei variablem ¢ (auf der
]

(72)

Abszissenachse) graphisch dargestellt.
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Aus diesen Abbildungen folgt:

a) Bei konstanter Selektionsintensitéit verschieben sich die
zu den verschiedenen y* gehoérenden Kurven mit wach-
sendem p* zu griferen bzw. kleineren p-Werten hin.
Dabei existieren fiir beliebige Selektionsintensititen
und gentligend groflie y*-Werte zu allen ¢'s des in Frage
kommenden Bereiches 0 < ¢ <1 jeweils zwei p-Werte
nach Gleichung (72). Bei kleineren y*-Werten sind sol-
che p-Werte nur fiir kleinere ¢-Werte moglich; doch
wird dieser s-Bereich mit wachsender Selektionsinten-
sitdt (fiir irgendein bestimmtes festes y*) stets groBer.
Mit steigender Selektionsintensitiat verschieben sich -die
zu einem bestimmten y* gehdrenden Kurven jeweils zu
groBeren bzw. kleineren p-Werten als auch zu grole-
ren ¢-Werten hin,

Bei kleinerer Selektionsintensitit (z. B. s = 0,30) und
kleineren y*-Werten existiert um p = 0,5 ein mittlerer
p-Genfrequenzbereich, in dem die p-Kurven unterbro-
chen sind, wo also keine p-Werte nach Gleichung (72)
auftreten konnen. Mit steigender Selektionsintensitit

b
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Abbildungen 2a—2d. — Graphische Darstellung der p-Werte -nach Formel (72) fur verschiedene Selektionsintensititen s (30%, 20%, 10%,

~
5%), verschiedene * = y*-Werte (0,1; 0,5; 1; 2; 5; 10) und variablem .
e}

(Graphical representation of the p-values from formula (72) for different selection intensities s (30%, 20%, 10%, 5%), different 1o y*=
o}

values (0,1; 0,5; 1; 2; 5; 10) and variable ¢).

ergeben sich jedoch — zu denselben y*-Werten — auch
in diesem mittleren p-Bereich — Werte nach (72), und
die p-Kurven sind dann wieder geschlossen.

FlUr zusidtzliche Einzelheiten der Gleichung (72) sowie
fiir die weitere Untersuchung der Zusammenhinge von
»genetic drift“ und den Parametern p, s, ¢ und y sei auf
die Abbildungen 2a—2d verwiesen.

Allen diesen Uberlegungen liegt die relativ grobe A p-
Abschitzung (69) zugrunde. Selbstverstidndlich lassen sich
simtliche Ergebnisse und SchluBlfolgerungen iber diese
Beziehungen zwischen der ,,genetic drift“ und den Bestan-

des- und Selektionsparametern wesentlich verbessern und
verschidrfen durch die Verwendung einer exakteren A p-
Abschétzung. Dieses wird in den folgenden Kapiteln ge-
schehen.*)

Zusammenfassung von Teil 2

Im eigentlichen Hauptteil der vorliegenden Arbeit —
dem gegeniiber Abschnitt II realistischeren Fall beliebiger

*) Sie werden in weiteren Heften dieser Zeitschrift publiziert.
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Umweltvarianz — wird zunichst in Kapitel IIIB gezeigt,
daB in diesem Fall (aus gewissen mathematisch-theoreti-
schen Grunden) keine ,exakten“ nichttrivialen Gleichge-
wichte Ap = 0 existieren konnen, daB3 es jedoch p-Werte,
»Quasi-Gleichgewichte“ genannt, geben kann, die fiir die
praktische zilichterische Anwendung dieselbe Bedeutung
wie ,echte“ Gleichgewichte haben (sieche Kap. IIIB). Eine
exakte und allgemeingiiltige explizite Formel fiir die Gen-
frequenzénderung A p kann relativ einfach abgeleitet wer-
den, doch erweist sie sich wegen des Auftretens nicht ele-
mentar auswertbarer Integrale als fiir die praktische An-
wendung zu ungeeignet (Formeln (46) bis (50)).

AnschlieBend werden in dem vorliegenden 2. Teil der
Arbeit einfache heuristische Uberlegungen zur Lage der
»Quasi-Gleichgewichte*“ (Kap. IIIC) angestellt.

Zur weiteren Untersuchung der Wirksamkeit der phéno-
typischen Selektion in Pflanzenbestinden mit Konkurrenz-
effekten und beliebiger sonstiger Umweltvarianz werden
zunachst erste Abschitzungen sowohl liber die Lage des
Selektionspunktes auf der phinotypischen Skala (bei vor-
gegebener Selektionsintensitat) als auch grobere Abschét-
zungen der in einem Selektionsschritt bei phénotypischer
Selektion erzielten Genfrequenzinderung A p formelmiaBig
abgeleitet und zum Teil graphisch dargestellt (Abb. 1a—1d).
Die Abhéngigkeit der Genfrequenzinderung Ap von den
librigen Parametern sowie die Zusammenhinge mit den
Genfrequenzidnderungen durch ,random genetic drift*
werden dabei diskutiert (siehe hierzu auch: Abb. 2a—2d).

Schlagworte zu Teil 2: Konkurrenz; phidnotypische Selektion; po-
pulationsgenetische Gleichgewichte; ,gene-
tic drift“; Genfrequenzinderung und Selek-
tionsgewinn bei positiver Massenauslese.

Summary of part 2

Population genetic studies on phenotypic selection in plant
stands with competition

In the main part of the present paper (that’s the case of
arbitrary environmental variance, which is much more
realistic than the studies in chapter II) at first it is shown
in chapter IIIB, that — because of certain mathematical-
theoretical reasons — in this case there cannot exist “ex-
act” nontrivial equilibria Ap = 0. But p-values, in the
present paper named “quasi-equilibria”, can exist, which
have the same importance for the practical and breeding
application as “exact” equilibria (see: chapter IIIB). An
exact and explicit formula for the change of gene-fre-
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quency A p caused by phenotypic selection in one step of
selection, which is of general validity, can be obtained in
a relatively simple manner, but this formula is too unfit for
practical application because in this explicit formula there
appear some integrals which cannot be elementary solved
(formulae (46) — (50)).

Finally, in the present second part of the paper some
simple heuristic considerations on the position of the
“quasi-equilibria” (chapter IIIC) are given.

To study the efficiency of phenotypic selection in plant
stands with competitive effects and arbitrary other en-
vironmental variance (see: the previously published part 1
of this paper in Silvae Genetica 22, 1973), some rough
estimates of the location of the point of selection on the
phenotypic scale (with given selection intensity) as well
as some estimates of the change in gene-frequency A p,
which is reached in one step of phenotypic selection are
derived and graphically represented (fig. 1la—1d). The
dependence of the change in gene frequency Ap on the
other parameters and the relations with changes in gene-
frequency caused by “random genetic drift” are discussed
(see: fig. 2a—2d).
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