is found that the heterogeneity coefficient must not be close
to unity and that adequate estimation procedures, such as
an iterative least-squares, must be used.

Literature Cited

Armitace, F. B., and Burrows, P. M. Preliminary heritability
estimates for Pinus patula in Rhodesia. Rhodesia Zambia Malawi
J. Agr. Res. 4: 111—117 (1966). — ConkLe, M. T.: The determination
of experimental plot size and shape based on the variation o tree
heights and diameters in plantation grown loblolly (Pinus taedn
L) and slash (Pinus elliottii Encetm. pine. M. S. Thesis. North
Carolina State Univ. Raleigh, 78 pp. (1962). — E.ston, R. C., and
Guzzig, J. E.: Estimation of time-response curves and their con-
fidence bands. Biometrics 18: 148—159 (1962). —Hartrey, H. O.: The

modified Gauss-Newton method for the fitting of nonlinear re-
gression functions by least squares. Technometrics 3: 269—280 (1961).
— NawkoonG, G., and Miier, D. L.: Estimation of hon-linear para-
meters for a non-asymptotic function. Biometrics 24: 439—440 (1968).
— Sakal, K., and Haraxsvama, S.: Estimation of genetic Parameters
in forest trees without raising progeny. Silvae Genetica 12: 152—
157 (1963). — Sakai, K., and Mukaibe, H.: Estimation of genetic,
environmental, and competitional variances in standing forests.
Silvae Genetica 16: 149152 (1967). — SuRIKHANDE, V. J.: Some cON-
siderations in designing experiments on coconut trees. J. Ind.
Soc. Agr. Stat. 9: 82—9 (1957). — Swrra, H. F.: An empirical law
describing heterogeneity in the yield of agricultural crops. J. Agr.
Sci. 28: 1—23 (1938). — SquiLracs, A. E., and Bencrson, G. W.. In-
heritance of gum yield and other characteristics of slash pine. Sixth
South. Forest Tree Impr. Conf. Proc. 1961: 8—9 (1961). — Srevens,
W. L.: Asymptotic regression. Biometrics 7. 247—267 (1951).

Untersuchungen zur Konkurrenz zwischen ver schiedenen Genotypen
in Pflanzenbestanden

II1. Das Korrelationsmuster eines Bestandes

Von M. HOunN*)

A) Einleitung

DaR die gegenseitige Beeinflussung verschiedener Indi-
viduen, die als Nachbarn im Bestand aufwachsen, eine gro-
Re biologische Rolle spielt und das Aussehen von Pflanzen-
bestanden mitbestimmt, ist seit langem aus vielen experi-
mentellen Untersuchungen bekannt.

Statistische MafBzahlen zur Beschreibung von Abhéngig-
keiten zwischen ZufallsgréRen sind z. B. Korrelationskoeffi-
zienten. Esist daher nicht zu verwundern, dafd eine in der
Literatur haufig angewandte Methode, Mal3zahlen zur
quantitativen Untersuchung und Einschédtzung von Kon-
kurrenzeffekten in Pflanzenbesténden zu erhalten in der
Schéatzung der Korrelationen zwischen Nachbarn besteht.
Man hat versucht, diese Komponente der phanotypischen
Varianz aus der phanotypischen Korrelation zwischen ei-
ner Pflanze und ihren umgebenden Nachbarn zu schétzen.
Diese Korrelationen erweisen sich meist als negativ, d. h.
kleinere Pflanzen stehen meist neben gréfReren und umge-
kehrt (Srern 1966, Sakal, Havast und Mukaipe 1966, Kennel
1966, Sakai und Mukaipe 1967, LichHter 1967, Meap 1967,
LicHter 1968, Sakal, Mukaipe und Towmita 1968, Stern 1968).

Diese Verfahren wurden in der letzten Zeit nach vielen
Seiten hin verfeinert: z. B. arbeitet man nicht direkt mit
der Korrelation, sondern man nimmt die Differenz zwi-
schen dem Phanotyp der Zentralpflanze und der gewogenen
Summe der Ertrdge ihrer Nachbarn. Dadurch gelingt es
sicher, etwas die positiven Bodenkorrelationen auszuschal -
ten, die zwischen Nachbarn in Pflanzenbestanden immer
existieren, da sie ja dhnliche Bodenverhaltnisse gemeinsam
haben: Betrachtet man z. B. hexagonale Anordnungen der
konkurrierenden Nachbarn, ist m das Gesamtmittel, y; der
phanotypische Wert der Zentralpflanze, und macht man
far die y; = y; — m die Annahme, dal3 die

’

€ =y _'13%;) N (1)
eine N(O, o?)-Verteilung haben (dabei lauft die Summa-
tion j(i) Uber die Nachbarn von i), so kann man den Kon-
kurrenzparameter 2 mit der Maximum-Likelihood-M etho-

de schétzen. Durch Heranziehung von Monte Carlo Metho-
*) Institut fUr Forstgenetik und Forstpflanzenziichtung in Schma-

lenbeck der Bundesforschungsanstalt fir Forst- und Holzwirt-
schaft.

den ist es mdglich, die Verteilung von 1fir die verschiede-
nen geometrischen Nachbarschaftsmuster zu bestimmen und
theoretisch zu untersuchen; ebenso den Einfluf3 von Schiefe
und Exzel3 der Ausgangsverteilung auf diese 1-Verteilung.
Durch Einflihrung verschiedener Konkurrenzkoeffizienten
1; kann man dieses Modell auf den Fall der Konkurrenz
zwischen verschiedenen Genotypen erweitern. Doch liegen
Uber diese Verallgemeinerung des Modells von Meap (1967)
noch kaum Untersuchungen vor.

Diese experimentell mef3baren phénotypischen Korrela-
tionen sind jedoch kein genaues MaR fur die Effekte, die
durch Konkurrenz zwischen verschiedenen benachbarten
Genotypen entstehen, da sie ja stets ein Bruttoresultat aus
vielen wirkenden Korrelationsursachen sind. Die den Pflan-
zenzlchter und Genetiker interessierenden Gréfzen kénnen
also auf diesem Wege nicht — oder nur sehr ungenau —
ermittelt werden, und es bleibt bei allen bisher angewand-
ten biometrischen Methoden ein breiter Raum fir subjek-
tive Interpretationen.

Man weil3 z. B., daf3 Dichtstandsbedingungen die Einheit-
lichkeit von Populationen ganz entscheidend mitbeeinflus-
sen konnen: ,,So hat man z. B. festgestellt, daf3 mit zuneh-
mendem Dichtstand des Pflanzenbestandes der Bestand
insgesamt einheitlicher wurde, daf? man aso die grofiten
Unterschiede zwischen den Pflanzen fand, wenn man sie
ohne Konkurrenz aufwachsen lief?. Konkurrenz mulR also
nicht immer zum Beherrschen und Unterdriicken fihren,
sondern kann durchaus ein intermediares Resultat bringen:
Insgesamt wird der Bestand einheitlicher, aber trotzdem
existieren innerhalb des Bestandes die genannten negativen
Korrelationen" (Srern 1968).

Wenn diese phanotypischen Korrelationen auch keine ge-
nauen Aufschliisse Uber bestehende Konkurrenzeffekte ge-
ben, so kénnen sie doch als Parameter fir die Beschreibung
von Pflanzenbestédnden dienen, die ja nicht einfach als
Summe ihrer Mitglieder aufzufassen sind, sondern durch
diese gegenseitigen-Abhéngigkeiten wesentlich mitbestimmt
werden. Will man einen solchen Pflanzenbestand mit sta-
tistischen Mal3zahlen beschreiben, so braucht man nach
Srern (1966) mindestens die folgenden Statistiken:
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1) Mittelwert des konkurrenzbeeinfluiten Merkmals
2) Streuung und andere die Verteilung beschreibende Sta-
tistiken
3) Die Individuenzahl je Flicheneinheit
4) Das Verteilungsmuster der Individuen
5) Korrelationen zwischen Nachbarn
a) positive: Boden
Dichtstandsvariation

b) negative: Konkurrenz zwischen Nachbarn.

Das von Stern angewandte Verfahren der InterklaBkor-
relation zur Untersuchung von Konkurrenzerscheinungen
in Waldbestidnden brachte folgende Ergebnisse: Zwischen
der Stammgrundfliche der Badume und der mit dem Ab-
stand gewogenen Summe der Grundflichen der Nachbarn
besteht eine negative Korrelation, die mif dem Alter zu-
nimmt; sie ist anfangs geringer und nimmt langsam zu in
nichtdurchforsteten Bestidnden.

Eine korrekte Deutung dieser Korrelationen und die
Einschitzung des Konkurrenzanteils an der phinotypischen
Varianz ist aber auf diese Weise nicht moglich.

Diesem biometrischen Verfahren ist flir manche Zwek-
ke — z. B. die Herleitung der optimalen Teilstlickgrée in
Feldversuchen — die Untersuchung von Konkurrenzvarian-
zen mittels IntraklaBkorrelationen vorzuziehen, da sich
dabei die negative Korrelation benachbarter Biaume bes-
ser widerspiegeln mufl. Dasselbe Material wie bei Stern
(1966) wurde mit dieser Methode untersucht (Muus 1968),
und dabei ergaben sich die folgenden Hauptergebnisse: Das
Verteilungsmuster der Bdume im Bestand ist nicht zufillig,
sondern wird in erster Linie von den Korrelationen mitbe-
stimmt. Diese nehmen mit abnehmender Parzellengrofie zu
und erreichen Extremwerte in den kleinsten Parzellen mit
weniger als flinf Bdumen. Auf den durchforsteten Flidchen
werden schneller héhere Korrelationen erreicht als auf
den nicht-durchforsteten. Mit zunehmendem Alter nehmen
die Konkurrenzeffekte zu. — Aber auch mit diesem Ver-
fahren ist keine genauere Schidtzung der verschiedenen
Korrelationskomponenten mdéglich.

Ahnlich gingen Sakai, Mukaipe und Tomita (1968) vor. Sie
benutzten 1) die Korrelation zwischen zwei benachbarten
Bédumen und 2) die Korrelation zwischen den Differenzen
eines Baumes zu seinen beiden Reihennachbarn fiir die bei-
den Merkmale Stammdurchmesser und Baumhohe. Sie
fanden, dal der Stammdurchmesser konkurrenzempfindli-
cher ist als die Baumhohe und daB8 in Bestidnden aus ve-
getativ vermehrten Pflanzen — im Gegensatz zu Bestin-
den aus generativ vermehrten Pflanzen — diese Korrela-
tionen positiv oder Null waren. Die Autoren schliefen, daf3
keine Konkurrenz zwischen Individuen gleichen Genotyps
stattfindet.

Letztlich sind jedoch auch diese Untersuchungen unbe-
friedigend — und es bleibt fiir subjektive Interpretationen
zuviel Raum — denn auch diese Methoden gestatten keine
genauere Schitzung der verschiedenen Korrelationskom-
ponenten und damit der Konkurrenzvarianz.

Ein groBler Nachteil aller dieser Untersuchungen ist, daB
sie statische Betrachtungsweisen darstellen, obwohl fest-
stehen diirfte, daB die gegenseitige Beeinflussung der
Nachbarn im Bestand in verschiedenen Lebensaltern oder
Entwicklungsstadien verschieden sein kann.

Einen ersten Schritt in dieser Richtung machte Stern
(1968), der die Korrelationen zur Wachstumsleistung der
Nachbarn in zurilickliegenden Altersstufen in die Konkur-
renzbetrachtung mit einbezog. Das Ergebnis dieser Unter-
suchungen war, daB3 multiple Korrelationen des Durchmes-
sers und der Kreisfliche einzelner Bdume zur Summe der
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mit den reziproken quadratischen Abstinden gewogenen
Durchmesser oder Kreisflachen zum Zeitpunkt der Messung
und vorhergehenden Altersstufen erheblich hohere Be-
stimmtheiten ergaben als die einfachen Korrelationen.

Auch fur die theoretischen Untersuchungen miiiten die
zugrundegelegten Konkurrenzmodelle dynamische Modelle
sein, d. h. die Zeit mifite als Variable in die Modellansétze
eingehen. Doch einerseits weill man noch zu wenig iber
den genauen Wachstumsablauf der Pflanzen, andererseits
flihren solche Ansidtze vorerst noch zu allzu komplexen
und uniibersichtlichen Ergebnissen.

In dieser Arbeit soll nun die durch Konkurrenzeffekte
zwischen benachbarten Pflanzen bedingte Korrelations-
struktur eines Bestandes untersucht werden: Welche Form
und Eigenschaften haben die Korrelationen zwischen di-
rekten Nachbarn, zwischen Pflanze und Summe ihrer Nach-
barn, zwischen entfernteren Pflanzen usw.?

Mit Hilfe der Kenntnis dieser Konkurrenz-Korrelationen
wollen wir versuchen, Methoden zu entwickeln, die eine
Aufspaltung und genauere Kenntnis der gemessenen phé-
notypischen Korrelationen — die ja Bruttoresultate aus po-
sitiven und negativen Komponenten sind — gestatten. Eine
Trennung dieser Korrelationsursachen soll uns Schitzungen
der genetischen Komponente der aus Konkurrenz resultie-
renden phanotypischen Varianz in Bestdnden liefern.

Wie in den beiden ersten Arbeiten (Houn 1969, Hiun 1970)
beschrianken wir uns auch hier auf den einfachsten Fall:
ein Locus mit zwei Allelen. Wir nehmen wieder an, daZ3
zur Beschreibung der Konkurrenzeigenschaften einer Po-
pulation jeder Genotyp X zwei Merkmale besitzt: Konkur-
renzfihigkeit Fx und Konkurrenzwirkung Wyx, die beide
wie normale quantitative Merkmale vererbt werden.

Da wir in diesem Zusammenhang nur Konkurrenz-Kor-
relationen untersuchen wollen, nehmen wir an, da die
Umweltkomponente nur die aus Konkurrenz zwischen ver-
schiedenen Genotypen entstehenden Anteile enthilt.

Allen folgenden Untersuchungen liegt wieder das schon
in Houn (1969) und Hiuun (1970) benutzte — und dort aus-
fiihrlich beschriebene — einfache Konkurrenzmodell:

Px = Fx—i(é) Wj(X) 2)
zugrunde. (Dabei ist Px der phinotypische Wert der Pflan-
ze X und die Summation i(X) lduft liber die Nachbarn von
X.) Auf dieses Modell und die dazu notwendigen Defini-
tionen und Voraussetzungen soll daher hier nicht noch ein-
mal eingegangen werden (siehe hierzu: Houn 1970).

Abschlieflend sollen nun lediglich noch einige hier bend-
tigte Bezeichnungen von dort wiederholt werden:

1) Die Werte der drei moglichen Genotypen (mit den Hiu-
figkeiten p2, 2pq und g?) in den beiden Merkmalen F und
W seien:

Bezogen auf den Mittelwert

der Homozygoten: In der absoluten Skala:

AA Aa aa AA Aa aa
F Y A - A+ A+ A—vxy
w 3 n — 8 B+32 B+ p B—9d

x=lp;y=u:dz=y:und K=A—4B. xund y
sind also die Dominanzgrade in den beiden Merkmalen
Konkurrenzfihigkeit und Konkurrenzwirkung.

Y gpv=uw@P*+tag)—@ut+tvyp—q +1 3)
e

8y
2 =t =L (4)
gXX gxx

Diese schon in HUnn (1970) eingefiihrten GroBien (,,Ver-
zerrungsfaktoren®) werden sich auch hier bei der Behand-
lung der Konkurrenzkorrelationen als niitzlich erweisen.

%y = +




B) Korrelation zwischen direkten Nachbarn

a) Ableitung der Formel fiir den Korrelationskoeffizienten

In diesem Fall liegt die in Abbildung 1 skizzierte rdum-
liche Situation vor. Gesucht ist zunédchst der Korrelations-
koeffizient r, = rxy zwischen den phénotypischen Werten
Px und Py der Pflanzen X und Y.

Abb. 1: Skizze zur Korrelation zwischen direkten Nachbarn.
Fir r, gilt:
KOV (Px, Py)
Ta =/ VPy) - V(PY)
In (5) kann man unter unseren Voraussetzungen setzen:
V(Px) = V(Py), und man erhilt:

KOV(Py, Py)
r,=———-—
# V(Px)
Nach (2) gilt fiir die phanotypischen Werte der beiden
Pflanzen X und Y:

v
Px =Fx— WA — Wy —Wy— Wy =Fx—;& Wix)

(5)

(6)

(7)
Py = Fy —Wx —W¢— Wp — Wy = Fy — i(Z}l,) Wy,
und daraus folgt fiir die Kovarianz:
KOV (P, Py) = KOV ( Fx— ié) W;x), Fy — %) Wi(y))
= KOV (Fx, Fy) — KOV(Fx,i(Zy) Wiy, ) - (8)

2 Wiy, )

KOV ( 2 W,~<X>,Fy)+ KOV (1(%)Wi(x),i(Y)

i(x)

—4pq (7 + 2(@—p))(d + u(a—p))—2-2pql - 2pqu

Aufgrund unserer vereinfachenden Annahmen (siehe:
Hunun 1970) ergeben sich fiir die Terme in (8) die folgenden
Vereinfachungen:

KOV (Fx,Fy) =0

KOV (Fx, 2 W, ) = KOV (Fx, Wx)

- = 9
KOV(“émW,(x),Fy) KOV (Wy, Fy) 9)
) W —
KOV (1(?) i(X),i(Z) VVI(Y)) =0

Aus (9), (8) und (6) folgt daher fiir den gesuchten Korre-
lationskoeffizienten r,:

—2 KOV (Fx, Wx)
Ta = V(Px)

Bei positiver Korrelation der beiden Merkmale Konkur-
renzfdhigkeit und Konkurrenzwirkung (d. h. fiir z > 0) sind
die phinotypischen Werte direkt benachbarter Pflanzen ne-
gativ korreliert und positiv korreliert bei negativer Korre-
lation von F und W (d. h. fiir z < 0).

Zur Berechnung der Kovarianz benutzt man die allge-
meine Form {iber die Erwartungswerte E:

KOV (Fx, Wx) = €(Fx : Wx) — E(Fx) - E(Wx)

(10)

(11)

Flir diese Erwartungswerte gilt:
CFx)=(¢+ Ap>*+ A+ A)2pq + (—y + A) @2
=y(p—aq) + 2pai + A
EWx) = (0 + B)p* + (v + B)2pq + (— & + B) ¢*
=dp—q) + 2pqu + B
CFx-Wx)=(+A) @ +Bp*+ 1+ A)(u+B)2pq +
(—y+AE—di+B
Durch Einsetzen dieser Ausdriicke in (11) erhalt man nach
einigen Umformungen:
KOV (Fx,Wx) = 2pq (y + 1(q—p)) (6 + # (@—Dp))
+ 2pqi - 2pqu
Mit (10), (12) und der in Hiunn (1970) berechneten Formel

fiir die Gesamtvarianz (Formel (24) in Houn 1970), folgt fir
den gesuchten Korrelationskoeffizienten r,:

(12)

(13)

"~ 2pq (» + 2 (@—mp)® + 8pa (8 + # (@—D))® + (2pa)® + 4(2pqu)*

Fir pq =0 erhdlt man daraus unter Benutzung von
p +q=1) r, als Quotienten zweier quadratischer Poly-

—4lup® + 4yp + A0+ A p—200 + H O + )

r, =

nome in p:

(14)

Nach (14) ist r, also eine Funktion der fiinf Variablen y, 4,
4, u und p. Setzt man in (14) fir A =x-y und fir u =y- 4,

(222 + 8u)p? — (242 + 8u2 + 4pAd + 16ud) p + (¥ + )2 + 4(8 + w)?

so ld4Bt sich dieser r,~Ausdruck auf die folgende Funktion
von nur noch vier Variablen p, %, y und z reduzieren:

—4xyzp? + 4z (x+y+txy)p—2z(x+y+txy+1)

r, =

Der Korrelationskoeffizient zwischen den phénotypischen
Werten direkter Nachbarn hingt also nur von der Gen-
hdufigkeit, den Dominanzgraden der Merkmale Konkur-
renzfihigkeit und Konkurrenzwirkung und dem Verhéiltnis
der Homozygotenwerte dieser beiden Merkmale ab.

Aus (10) und (12) erhélt man fiir die Konkurrenzkorrela-
tionskoeffizienten (15) die einfache Grof3enbeziehung:

r,=>—05 (16)

(Diese Ungleichung kann man auch direkt aus (15) bewei-
sen.) Um neben dieser trivialen Ungleichung ndhere Ein-
blicke in die Eigenschaften der Konkurrenzkorrelationen
zwischen direkten Nachbarn zu bekommen, muf3 man an
(15) einige algebraische Umformungen vornehmen:

(2x2z% + 8y?)p? — (2x%z® + 8y® + 4xz2 + 16y)p + 22 (x + 1)2 + 4 (y + 1)?

(15)
Nach (15) hat r, die Form

2
.Z a;pl
i=o

r, = mit (17)

2
2 pipt
i=0

Gy =—22(x+ 1) (y + 1); 8 = 22(x + 1)® + 4(y + 1)¢
o =4x+ytzxy); pfi=—(Cx22x+2)+8yF+2)
ay = — 4Xyz; f: = 2x%z% + 8y?

1) Fir x =y = 0 erhalt man aus (17):

—2z

r, = —— 18
*ozrt4 @5
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D. h.: Im Spezialfall rein additiver Genwirkung in den bei-
den Merkmalen F und W ist 1) r, unabhéngig von p, 2)' r,
nur noch abhéngig von der einen Variablen z und 3) die ex-
plizite Formel fir r, ist —2z :z> + 4.

2) Fiir x 3= 0 oder y &= 0 kann man (17) folgendermaBen

umformen:
. azﬁl) < ﬁo% )
as p <a’ ﬂz tla ﬁz

T = B0 + Bip + fo

(19)

A

Bezeichnet man den zweiten Bruch auf der rechten Sei-
te der Gleichung (19) mit E, = E, (¥, ¥, z, p), so kann man
schreiben:

2xyz

r, =— Egj';? + Eu(xyy7zyp) (20)

Diese Gleichung (20) ist eine Zerlegung des Konkurrenz-
Korrelationskoeffizienten r, in zwei Komponenten, von de-
nen eine von p abhéngt, die andere aber von p unabhingig
ist und nur abhingt von den genetischen Parametern der
Population. In dieser r,-Zerlegung stellt E, also gewisser-
maflen einen ,,Mischungseffekt“ dar.

Setzt man fir y & 0: %(72 = w, so folgt aus (20):
2y

1) r,=E, firy=0

2) r,=——  +Efiry+0 (1)

w2+ 1
Fiir verschwindendes oder sehr kleines E, ist r, dann nur
noch von einem einzigen Parameter w abhangig, und es
folgt die Beziehung:
w
Ta =~ wr¥1
(Das Symbol < bedeutet: ,sehr klein gegeniiber®.)
Im Spezialfall gleicher Dominanzgrade — d. h. x =y —in
beiden Merkmalen gilt:

a4 Bos
oy — —K“ = q; — -ﬁe)— =0,d.h.E, =0,

firE, <1

und fiir r, erhélt man denselben einfachen algebraischen
Ausdruck (18) wie in 1).

Die Fille 1) und 2) zusammenfasseng kann man also all-
gemein sagen: Bei gleichen Dominanzgraden in den beiden
Konkurrenzmerkmalen F und W ist 1) r, unabhingig von
p, 2) r, nur noch abhéngig von der einen Variablen z und
3) die explizite Formel fir r, ist —2z:2° + 4.

In einigen interessierenden Spezialfillen erhilt man dar-
aus die folgenden r,-Werte:
1) y= 6,dh z=1
2) 2y = §,d.h. z=0,5.

3) y=25,d.h z=2
(Abhiéngigkeit des r, von z bei x = y: Siehe Abbildung 2.)

Dannistr, = —0,40
Dannistr, = —0,24
Dannistr, = —0,50

b) Eigenschaften des Korrelationskceffizienten r,:

Betrachtet man — im allgemeinen Fall — r, zunéchst als
Funktion von z, so kann man r, = r,(z) mittels (4) und (15)
in der Form schreiben:

— 2x,%z
TS P ang
(Siehe hierzu: Abbildung 3.)

Fir »* = »2(x,y,p) = 0 ist r, = r (z) = 0 fur alle z.
(Siehe (43) und Abbildung 7.)

Filr »,> # 0 gilt: Im Intervall 0 <|z] <1 — d. h. im Be-
reich groBler Konkurrenzvarianz — steigen die Kurven
r, = r,(z) alle schnell und fast linear an, denn fiir [z} <1
ist z2 <€ 1, und aus (23) erhélt man die Niherung:

(23)
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Abb. 2: Korrelation zwischen zwei Pflanzen, die

einen gemeinsamen Konkurrenten haben (im Fall x = y); — — — —

Korrelation zwischen einer Pflanze und ihrem diagonal entfernt

stehenden Nachbarn (im Fall x=y); - ------ Korrelation zwi-

schen direkten Nachbarn (im Fall x =y); .-.-.-.- Korrelation

zwischen einer Pflanze und der Summe ihrer vier direkten Nach-
barn (im Fall x = y).

ra

-05
Abb. 3: ra als Funktion von z bei festen Parametern X,y und p:

x=100; y=025; p=09. --------~ X = 0,50;
y=07%; p=06. —— —-— x=025; y =1,00; p=203.
o (24)
ryoo— 5. 3 2
a == 25,2

(Hierin bedeuten die Symbole: |z] = absoluter Betrag von z
und oo :,Ungefahr gleich*.)
Fir kleine z ist r, also proportional zu z.

Die Lage der Extrema der Funktion r, = r,(z) erhilt man

dr, 0
aus — — =0 zu:
oz

Zextr, = T 2% (25)
oder als Funktion von x, y und p:
Zogty, = T 239 = £ 2 1/(3’ + v(p))2 + g(p) (26)
(x + v(D)® + &)
q—p 2pq
mit v(p) = : und g(p) = (o "y

LA

Aus (26) folgt (dabei beschridnken wir uns auf die Falle
mit x > und y > 0; fir negative Dominanzgrade erhdlt man
analoge Ergebnisse):



z > 0: Fir festes p und x und p < 0,5 verschieben sich die
r, = r,(z)-Minima mit wachsendem y nach rechts. Fiir fe-
stes p und x und p > 0,5 verschieben sich die r,-Minima

mit wachsendem y nach rechts, solange y > g:; ist und
p

nach links solange y < p,_—i ist.
p*+

Vertauscht man in diesen Ergebnissen x mit y und die
Worte ,,rechts“ und ,links“, so erhédlt man die entsprechen-
den Aussagen fiir festes p und y. Ersetzt man im Fall z > 0:
Minima durch Maxima, rechts durch links und links durch
rechts, so folgen die Ergebnisse fiir den Fall z < 0.

Bei festen genetischen Parametern x und y und variabler
Genhéaufigkeit p erhidlt man dhnliche Ergebnisse liber die
Verschiebung der r,-Extrema aus der Formel:

( v+ 2)3 yZ—2

p— . —_

y 2y 4y*

407 A

Zextr. 2 x X+ 2 )2 x2—2 (27)
( PT ) T

Fir die zu (25) gehorenden Extrema der Korrelations-

koeffizienten ergibt sich:
#,2

F 2, (23)

Im Spezialfall gleicher Dominanzgrade in den beiden
Merkmalen F und W ist »; = %, =1, und es folgt: Die
Funktion r, = r,(z) hat ein Minimum bei z = 2 mit (r,);,
= — 0,5 und ein Maximum bei z = —2 mit (ry),x = + 0,5.

(rdextr. =

Betrachtet man r, als Funktion von x, so hat r, = r,(x)
die Form:
Ax + B

22 (Cx?2 + 2Dx) + E

r, =2z {29)

mit
A=pP—9—y@®+¢);D=qg—p
B=yp—a—1; E=2+ 4y + 1)°~8py (2 + yq)
C=p’+a%
(Siehe: Abbildung 4).
Aus (29) folgt durch eine einfache Umformung:

1 Ax + B
r,=-"
z . C E (30)
X35 + xD + a2
ra
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Abb. 4: r, als Funktion von x bei festen Parametern y, z und p:
y =0,75; z=025; p=086. ¥y = 1,00,
z=30; p=09 ————y =025 z=075; p=0,3.

Abb. 5: r, als Funktion von y bei festen Parametern x,z und p:
x =0,75; z=10,25; p=0,6. x = 0,25;

z=07%; p=03 ————— x = 1,00; z=3,00; p=0,9.
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Abb. 6: r, als Funktion von p bei festen Parametern x, y und z:
x =10,75; y =0,50; z=10,25 ----- v« --- x = 0,255
y =0,75; z = 0,50, —— — — — x = 0,50; ¥ = 1,60; z = 1,00.

und wegen C <1 und D < 1 erhilt man daraus fiir das In-
tervall 0 < |x] <1 und nicht zu kleines A das Niherungs-
ergebnis:

r, ~xfiro<|x| <1 (31)

(Das Symbol ~ bedeutet: ,direkt proportional zu“.)
Ganz analoge Uberlegungen kann man natiirlich auch fir
y anstellen, und es folgt:

r,~yfiro<|y|<1
(Siehe: Abbildung 5.)

(32)

Als Funktion von p betrachtet ist r, = r,(p) ein Quotient
zweier Polynome zweiten Grades in p, und es gibt eine Zer-
legung (21) in einen von p abhéngigen und einen von p un-
abhingigen Teil (Siehe Abbildung 6):

r, = E,(x,y,zp), falls y = 0
Xz

_ . w . _
r, = Wi + E, mit w 2y,

Fiir verschwindendes oder sehr kleines E, héngt r, dann
nur noch von dem einzigen Parameter w ab: Fir x =y ist

falls y =0
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-4 von p unabhingig, und es gilt: r, =-——2z:22+ 4=
—w:w?+ 1 mit w=1y:25=z:2 fiir alle p.

Fir x =y, aber E, <1, ist r, 0o —w : w2 + 1 mit
w=1:2u =xz:2y.

Zur Untersuchung der Bedingungen fiir E, = 0 benutzt
man Formel (19). Mit den dortigen Bezeichnungen gilt fiir
E, = 0 die Beziehung:

apffy ) ( ﬂoaz)
a; — ay— |} =0
o (o= )+ (=5 @)
(Vorausgesetzt ist dabei f, 50, d. h. x & 0 oder y #0; fiir
Xx=y=0giltja:r, =—2z:22+ 4)

Aus (33) erhilt man die folgenden Bedingungen:
E, = 0, wenn:
Dx=y
2) Fir x +y:
a) x = 0. Dann ist a, = 4zy, a, =
man erhilt die Bedingung:
y+1
b= Toy
D) y = 0. Dann ist a;, = 4zx, a, = 0, a,
es ergibt sich die Beziehung:
x+1

b= "%

0, @ = — 2z(y + 1), und

= —2z(x + 1), und

In diesen beiden Fillen ist wegen a, = 0 jeweils auch
r, = 0.
)y x+Fyundx+0,yF0.

a) Gilt x%2® = 4y?, so ist E, immer ungleich Null, da

Boat
-—— stets = 0 ist.

ap —
C e
b) Gilt x%2? & 4y?%, so folgt als Bedingung fiir E, = 0:
| xz—dy
=2 5 +3 2 x4y (34)

Fir welche Parametertripel (x,y,z) gibt es nun solche p-
Werte (nach (34)) mit 0 <p < 1?

Um unwesentliche Fallunterscheidungen zu vermeiden,
beschréinken wir uns auf den Fall x > 0,y > 0. (Fiir die
anderen Falle verldauft alles vollig analog.)

Fir Tripel (x,y,z), die einer der folgenden sechs Bedin-
gungen genligen, gibt es p nach (34), so daB fir diese Tupel
(x,y,2,p) das zugehdrige E, gleich Null wird:

H1>x>y (Y+1)<(E)2<y(_1iy_)
(x—l—l) 2 x(1—x)
vyl —y)
x(1—x)
yy +1)
x(x+1)
ydl—y) 2' Y+
xl—x ~9<xx+1
22 Yyt
5)y>x;xz1;(§)<mf)

22 ydl—y)
6)x>y,x>1(2)< x(1—x)

Ny>x>1; (2) >
3)x>y,x>1(2)> (35)

Hy>x;x<1;

Zur Beschreibung und Anwendung dieser Funktion r,
= r,(p) sind neben den Nullstellen von E, noch die Extrema
von r, von Bedeutung.
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Fir diese Extrema von r, =r,(p) (auBer den trivialen

I‘a=0'

or,
1) Firx =y ist,a_"‘_ = 0 fir alle p, d. h. r, = const.
1Y
2) Firx f y:
a) x2z2 = 4y2 Dann folgt die Beziehung:
1 Xty
Pextr. = 5 + 2xy

"(36)

b) x2z% 4 4y%. FUr D,t, erhédlt man dann die quadrati-
sche Gleichung:

z2—4
Pext 1+ Y Pextr. T
extr. — X Z-_4y2 exbr.

Auch hier kann man nun wieder danach fragen, fiir wel-
che Tripel (x,y,z) dieses pgyt, aus (37) zwischen Null und
Eins liegt. Doch soll hier auf eine Darstellung der ver-
schiedenen Fille und numerischen Ergebnisse im allgemei-
meinen Fall verzichtet und nur der Sonderfall von sehr we-
nig verschiedenen Dominanzgraden betrachtet werden.
(Weiter werde auch z & 2 vorausgesetzt; fur z = 2 erhilt
man die Loésung direkt aus (37).)

xz2—4y y X—y
Wegen a4 =31 + 24 und

xz:—4y + 22 —4¢

2(x%2% — 4y?) —=0 (37)

x2z2 — 4y? x? X—y
xt+y@Z—49 “ax+y Tz2—1 folgt
fiir [x — y] <€ 1 aus (37) die Ndherungslésung:
x+1—3/'x2—1
DPextr, = “L—— (38)

2x

Die Kenntnis dieser p-Werte ist von Bedeutung z. B. fiir
Mischungsversuche, bei denen man die Mischungsverhélt-
nisse regulieren kann. Denn unter der Annahme verschie-
dener, aber wenig verschiedener, Dominanzgrade in bei-
den Merkmalen (von denen man etwa Schitzwerte aus Vor-
versuchen hat), sind die nach (37) bzw. (38) berechneten
Hiufigkeiten p? 2pq und q? die Mischungsverhéltnisse von
Populationen mit den hochsten Konkurrenz-Korrelations-
koeffizienten.

c) Einige einfache Folgerungen und Bemerkungen

Nach Ergebnissen aus HUun (1970) ist die Konkurrenz-
varianz einer Population grofler als die genetische Varianz,
wenn |z] < 2x, ist, und fiir |z} > 2%, ist die genetische Va-
rianz grofler als die Varianz aus Konkurrenz.

Diese Betrachtung zeigt auch, dal zur Beschreibung der
Konkurrenzeigenschaften einer Population die alleinige
Heranziehung des Korrelationskoeffizienten zwischen kon-
kurrierenden Nachbarn nicht ausreicht. Z. B. im Fall z > 0
ist der groBte negative Wert von r, gleich —ux,2 : 2%, (nach
Formel (28)) und liegt bei z = 2x,. Fir z < 2x, ist die Kon-
kurrenzvarianz groffer als die genetische Varianz; in die-
sem Bereich ist r, > — % : 2x,. Filir z > 2x, ist die geneti-
sche Varianz groBer als die Konkurrenzvarianz, aber auch
hier ist r, > — x,? : 2x,. Es gibt also Bereiche mit demselben
Korrelationskoeffizienten r, aber voéllig unterschiedlichem
Verhalten. Neben r, miissen also noch andere Parameter
zur Beschreibung des Konkurrenzverhaltens herangezogen
werden. Bereiche mit groBer Konkurrenzvarianz (0 <|zf
< 1) und Bereiche mit hohem negativem Korrelationskoef-
fizienten zwischen direkten Nachbarn fallen also nicht zu-
sammen. Die Ergebnisse und Schlu3folgerungen mancher
friherer Autoren, die die Korrelationskoeffizienten zwi-
schen Nachbarn als konkurrenzbeschreibende Maf3zahlen




benutzten, sind daher zum Teil mit Vorsicht zu interpre-
tieren, denn sie gingen meistens aus von der Entsprechung:
hohe negative Nachbarkorrelation = starke Konkurrenzef-
fekte.

Diese Bemerkung wird durch die folgenden Betrachtun-
gen Uber die Nullstellen von r, = r,(x,y,z,p) unterstrichen.
r, kann nur Null werden, wenn X =y ist, denn firx=y

folgt aus r, = — 2z :22 + 4 = 0, daf3 z gleich Null sein mii3-
te. Bei den folgenden Untersuchungen ist also stets x =y
vorausgesetzt.

Aus (13) und r, = 0 folgt:
—4pq(y + A(@@—p) (6 + u(a—p)) =2 2pql - 2pay,
und daraus erhilt man (fiir nichtverschwindendes p, q, »
und 9):

xyP*+a) +1=pP—q x+V) (39)
Die Lage der Nullstellen ist also unabhéngig von z.
1) Fir y = 0 bzw. x = 0 folgt aus (39):
1
x—I)_qbzw.y:p_q , falls p#$q (40)
und damit:
L r. v
p= 5+ 9 bzw.p=2-i-2y (41)
Fiur p = q folgt aus (39) die Beziehung:
Xy =—2 (42)

2) Ist x %+ 0 und y £ 0, so erhilt man fiir die Genhéaufig-
keit p,y, bei der r, gleich Null wird:

1 x+yx ]/:_c2 +yz—x2y?

Py = 9 + —

oxy (43)

Dieser Ausdruck ist symmetrisch in x und y. Nach x und
vy aufgelost folgt aus (43):

1—y(P—q) -
X=(p—a—y @+ g9 P*"
1—x(p—o

Y= b—a—x@+ @) (44)

Die Wertepaare (x,y), fir die das p, aus (43) im Intervall
0 < p, <1 liegt, sind in Abbildung 7 graphisch dargestellt.
Auch bei diesen Betrachtungen kommt wieder zum Aus-
.druek, dafl die alleinige Heranziehung des Korrelations-
Beschreibung des

koeffizienten zwischen Nachbarn zur

Konkurrenzverhaltens einer Population ungeeignet und
fehlerhaft ist, denn: r, kann sogar Null sein, obwohl ein-
deutige Konkurrenzeffekte existieren.

AbschlieBend sollen noch einige Beziehungen zwischen
Konkurrenzkorrelation und Heritabilitdt im weiteren Sinn
(h,?) angegeben werden.

Nach (25) und (28) sind die Extrema der Konkurrenzkor-
relation (r,)ecty. = F #,2: 2%, und liegen bei z = & 2%, An
diesen Extremalstellen ist die Varianz zwischen Genotypen
gleich der Varianz innerhalb der Genotypen. (Dies besti-
tigt die friheren Ergebnisse, daB} extreme Konkurrenz-
Korrelationskoeffizienten keinesfalls maximale Konkur-
renzvarianz beinhalten.)

Aus (23) und der Heritabilitatsformel aus Hioun (1970):

h,? !

WEE T g
()
z

erhdlt man zwei einfache Beziehungen zwischen r,, z und

h2:
1) r, z=—2x%%h.? (45)
bzw. im Spezialfall gleicher Dominanzgrade:
r,-z=—2h,? (46)
2) r, = 2(ra)ext,_V h,2 (1 —h,? bzw. (47)
r,=F)h,2(1—hy) (48)

im Falle gleicher Dominanzgrade.

Ganz analog wie bei r, kann man nun alle anderen in-
teressierenden Korrelationskoeffizienten berechnen und
untersuchen: etwa r;, = Korrelation: Pflanze zur iibernéch-
sten Pflanze; r, = Korrelation: Pflanze zum diagonal ent-
fernt stehenden Nachbarn; ry = Korrelation: Pflanze zur
Summe der direkten Nachbarn usw.

Alle diese Korrelationskoeffizienten lassen sich als Funk-
tionen der vier Parameter x, y, z und p darstellen. D. h.:
Das Konkurrenz-Korrelationsmuster des Bestandes kann
eindeutig beschrieben werden mit den Groflen: Genhaufig-
keit (d. h. der genetischen Zusammensetzung des Bestan-
des), den Dominanzgraden der beiden betrachteten Merk-
male Konkurrenzfiahigkeit und Konkurrenzwirkung und

-+ -3 K] -1

1 2 3 * x

Abb. 7: Graphische Darstellung der Nullstellen von r, fiir verschiedene Konkurrenzwir-
kungs-Dominanzgrade y.
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dem Verhiltnis der Homozygotenwerte dieser beiden Merk-
male.

In den folgenden Kapiteln sollen einige dieser Korrela-
tionskoeffizienten noch explizit abgeleitet werden, da sie
bei den spédteren Untersuchungen gebraucht werden.

C. Korrelation zwischen einer Pflanze und ihrem iiber-
nichsten Nachbarn

a) Ableitung der Formel fiir den Korrelationskoeffizienten

In diesem Fall liegt die in Abbildung 8 skizzierte rdum-
liche Situaticn vor. Gesucht ist der Korrelationskoeffizient
r;, = rxy zwischen den phénotypischen Werten Px und Py
der Pflanzen X und Y.

AbDb. 8: Skizze zur Korrelation zwischen Pflanzen, die einen ge-
meinsamen Konkurrenten haben.

2pq(d + u (@—p)* + (2pqu)y®

Dafiir gilt nach (2):

PX:Fx—WA—WB—Wz—WHZFX—]_E)WKX) (49)
Py = FY—WD—WE-—WF——--WZ = FY—ig/) Wi(Y)
und nach (6) erhilt man fir ry:
KOV(I\— 2 Wix), Fy —, %’{) Wiy )
= - (50)

V (Px)

Unter unseren vereinfachenden Voraussetzungen gilt:
KOV (Fx,Fy) =0

KoV (EFx, &, Wiy, ) =0

. — 1

KOV( é) ,(\),FY) =0 (51)

Aus (50) folgt mit (51) fir den gesuchten Korrelations-
koeffizienten r:
V(Wz)
V(Px)

Die Korrelation einer Pflanze zu ihrem {iibernichsten
Nachbarn (d. h. die Korrelation zwischen Pflanzen, die ei-
nen gemeinsamen Konkurrenten haben) ist also immer po-
sitiv.

Durch Einsetzen der beiden expliziten Funktionen fiir
die Varianzen in (52) erhélt man:

ry, = (52)

(53)

Iy =
oder wegen p + q = 1 als Polynomquotient in p:

2u?p® —2u (u + 28)p + (u + 5)°

2pq(y + 1(a—p)® + (2pad)* + 4(2pq (8 + u (@—P))* + (2paw)?)

(54)

r, =

Analog wie bei r, kann man nun diesen rj,-Ausdruck auf
eine Funktion der vier Variablen x, y, z und p zurtlickfih-

@1+ 8udp? — (22 + 8u + dpA+ 16ud)p + (» + AE 1+ 40 + w)?

ren, und man erhalt:

2y’p*—2y(y +2)p + (y + 1)?

r, = YY) BTV
(2x?z? + 8y*)p* —
Auch hier kann man wieder eine zu (20) analoge arith-
metische Zerlegung dieses Korrelationskoeffizienten in ei-
nen von p unabhidngigen und einen von p abhingigen Teil
E,, vornehmen:
1) Fiir x = y = 0 erhalt man aus (55):
1

N, = ———~ (56)
z-+ 4
2) Fir x % 0 oder y = 0 folgt:
y?
r, =—.———+E X,z 37
b= e g aye (%,y,2,p) (57)

Setzt man fliir y = 0: Xz : y = w, so ergibt (57):
a)r,=E, firy=20
1

b) D= wrtg

+ E,fliry 0 (58)
Fiir verschwindendes oder sehr kleines E, ist r, dann
nur noch von einem einzigen Parameter w abhingig, und es

gilt die Beziehung:

T, = o fir By <1 (59)
Im Spezialfall gleicher Dominanzgrade — d. h. x =y —
in beiden Merkmalen gilt: E, = 0, und fiir r;, erhdlt man
denselben einfachen algebraischen Ausdruck (56) wie in 1).
Die Félle 1) und 2) zusammenfassend kann man also all-

gemein sagen: Bei gleichen Dominanzgraden in den beiden
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(2x%22 + 8y® + 4xz® + 16y) p + 2° (x + 1)? + 4(y + 1)

(55)

Konkurrenzmerkmalen F und W ist 1) r;, unabhéngig von
p, 2) r;, nur noch abhéngig von der einen Variablen z und 3)
die explizite Formel fir r) ist 1:2z% + 4.

In einigen interessierenden Spezialfillen erhilt man dar-
aus die folgenden rj,-Werte:
1) =46, d.h.z=1. Dannistr, = 0,20.
2) 2y =4, d.h.z = 0,5. Dann istry, = 0,24.
3)-y=29,d.h.z=2. Dannistr, = 0,13.
(Abhéngigkeit des r;, von z bei x = y: Siehe Abbildung 2.)

b) Einige einfache Folgerungen und Bemerkungen

Der Korrelationskoeffizient zwischen Pflanzen mit einem
gemeinsamen Konkurrenten hat — als Funktion von z be-
trachtet — die Form:

242 1
To = z2 + 42,2 =T\ (60)
4+ —:)
Als Funktion von x hat r, = r;, (x) die Form:
1 A
TS 2 Be T Cx+D (61
mit
A=g, C=2(q—p)
Bmp b o e
72

Fiir kleine [x] ist 1}, also umgekehrt proportional zu x.
Fiir kleine |y| erhédlt man dasselbe Ergebnis aus (60).




Auch hier gibt es zwischen der Heritabilitdt im weiteren
Sinn (h? und dem Korrelationskoeffizienten einen einfa-
chen Zusammenhang:

h,2=1—4r, (62)

Ein ndherer Vergleich der Formeln (23) und (60) oder
auch die graphische Darstellung dieser beiden Funktionen
(im Spezialfall x = y) in Abbildung 2 zeigt, dafl die von
SingH (1967) aufgrund von Simulationsuntersuchungen ge-
zogenen Schluflfolgerungen: ,In einem Pflanzenbestand
treten zwei Arten von Korrelationen zwischen Biumen
durch Konkurrenz auf. Zwei Pflanzen sind negativ korre-
liert, wenn sie direkt nebeneinander stehen, und positiv,
wenn sie einen gemeinsamen Konkurrenten haben. Die Er-
gebnisse zeigen, daB3 die negative Komponente die positive
so stark Ubertrifft, daB die letztere ohne grolen Fehler ver-
nachlissigt werden kann“ nicht ganz richtig sind. Es stimmt
fiir [z] > 0,5, doch fiir das Intervall 0 < |z] < 0,5 — d. h. den
Bereich groBler Konkurrrenzvarianz — ist r, sogar gréBer
als |r,|.

Auch die Sincu’sche Aussage Ulber das Vorzeichen der
Korrelation zwischen direkten Nachbarn ist nur fir den
Fall positiver Korrelation (d. h. z > 0) der beiden Konkur-
renzmerkmale richtig, nicht aber bei negativer Korrelation
(d. h. z< 0) von F und W.

Im allgemeinen Fall ungleicher Dominanzgrade (x = y)
ist r, groBer als [r,| fur das Intervall 0 < |z] < 0,5, wenn:

Dy>L79 falls y > x und
p* + q?

2y < Eif—‘q_n
p*+ g?

Die beiden Félle (gleiche oder verschiedene Dominanz-
grade) zusammenfassend gilt also allgemein: r, > |r,|, falls

2,2

falls y < x.

0<|z] £05 —~
w2,

Die Schlu3folgerung von Sincu (1967) ist also in einem
wichtigen Konkurrenzbereich — nimlich im Bereich gro-
Ber Konkurrenzvarianz — nicht richtig.

D. Korrelation zwischen einer Pflanze und ihrem dritt-
nédchsten Nachbarn

Es liegt dann die in Abbildung 9 skizzierte rdumliche Si-
tuation vor. Gesucht ist wieder der Korrelationskoeffizient
r, = rxy zwischen den phénotypischen Werten Px und Py
der Pflanzen X und Y.

Dafiir gilt nach (2):
Px =Fx— WA —Wp—Wg—Wy
Py=Fy—WL—Wiy—Wp—Wg;

und nach (6) erhilt man fir rg:
_ KOV (Px, Py)

T, — - =0, wegen KOV (Px,Py) =0
e v By) g (Px, Py)

Abb. 9: Skizze zur Korrelation zwischen einer Pflanze und ihrem
drittndchsten Nachbarn.

Abb. 10: Skizze zur Korrelation zwischen einer Pflanze und ihrem
diagonal entfernt stehenden Nachbarn.

E. Korrelation zwischen einer Pflanze und ihrem diagonal
entfernt stehenden Nachbarn

Die zugehorige rdumliche Situation ist in Abbildung 10
skizziert. Gesucht ist die Korrelation rq = rxy zwischen
den phénotypischen Werten Px und Py der beiden Pflanzen
X und Y. Es gilt:

Px =Fx— Wy —Wyp—W¢— Wy = FX_‘]’(;()W”X)

Py = Fy — Wo— W — Wy — Wpp = Fy — & Wy,

und fiir ry erhélt man:
Fg —
_ ROV(Fx— %

Wi(X), FY —lz Wj(Y) )
rqy =

5%9)
V (Px)

Unter den gemachten Annahmen gelten folgende Verein-
fachungen:

) (63)

KOV (Fx,Fy) =190

. . = (64)
KOV(F),, i Wl(y) 0
KOV (&, Wi, Fy) = 0
KOV (%OWKX},K%) Wiy, ) =2V (Wy)
und damit folgt fiir ry aus (63):
2V(Wx
ry = v W) (65)
: V(Px)
Aus (65) und (52) erhilt man dann die Beziehung:
Iy = 2I'b (66)

Im Spezialfall gleicher Dominanzgrade in beiden Merk-
malen gilt also fur ry:
2
Iy = 57—
22+ 4

(Abhiéngigkeit des rq von z bei x = y: Siehe Abbildung 2.)

Zusammenfassend kann man damit sagen: Aufgrund des
einfachen Konkurrenzmodells existieren nur Korrelationen
bis zum tlibernichsten und zum diagonal entfernt stehenden
Nachbarn (d. h. wenn eine direkte Beeinflussung der bei-
den Pflanzen besteht oder wenn sie gemeinsame Konkur-
renten haben). Alle Korrelationskoeffizienten zwischen
weiter voneinander entfernten Pflanzen sind gleich Null.

Auf ganz analoge Weise wie bei B) bis D) kann man nun
alle anderen interessierenden Korrelationskoeffizienten ab-
leiten und unter Benutzung von KOV (Px, Py) = r, V(Px)
und V(Wx) = r, V(Px) liber r, und r, ausdriicken, d. h. als
Funktionen von r, und r;, darstellen.
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Abb. 11: Skizze zur Korrelation zwischen einer Pflanze und der
Summe ihrer vier direkten Nachbarn.

Abschlieend sollen nun noch auf diese Weise einige der
in der Konkurrenzliteratur benutzten Korrelationskoeffi-
zienten abgeleitet werden.

F. Korrelation einer Pflanze zur Summe ihrer vier direkten
Nachbarn

Nach der in Abbildung 11 skizzierten rdumlichen Situa-
tion und Formel (5) erhdlt man fiir den gesuchten Korre-
lationskoeffizienten r,:

KOV (Px, & Picx; )

& (68)

" Ve v R

Fiir die Kovarianz — und Varianzterme in (68) kann man
schreiben:

Kov(px,ig()Pi(x) ) = 4 KOV (Px, Pa) (69)
v(i(% P,x,) = 4 V(Px) + 2KOV (P, Py) +
2 KOV (Pa, Po) + 2 KOV (Pa, Pp) +
2 KOV (P, Po) + 2 KOV (P, Pp) + (70)

2 KOV (Pc, Pp)

Wegen (52) und (65) und den vereinfachenden Annahmen

gilt:
KOV (Pa, Pc) = KOV (Pg, Pp) = V(W)
KOV (Pa, Pp) = KOV (Pa, Pp) = KOV (Pg, Pc)
= KOV (Pg, Pp) = 2 V(W)
und nach Einsetzen dieser Ausdriicke in (68) erhilt man fiir
das gesuchte ry:
4 KOV (Px, Pa)

© VP03 V@Y + 20 V(W)

Benutzt man nun noch KOV (Px,Pj) =r, V(Px) und
V(W) = 1, V(Px), so folgt aus (71):
2r,
l/ 5 Iy 'FT
Im Fall gleicher Dominanzgrade kann man fir r, und r,

die expliziten Ausdriicke einsetzen, und man erhélt:
— 4z

r (71)

r, = (72)

CYEtaE 9 )
oder als Ndherung fur (73):
— 4z
ey i

(Abhéngigkeit des r, von z bei x = y: Siehe Abbildung 2.)

Diese Funktion r, = r.(z) hat ein Minimum bei z = 2,45
und dort einen Wert von —0,8 (und ein Maximum bei
z = —2,45 mit r, = 0,8).

Unter Benutzung der Formel (72) erhélt man fir den in
der Literatur haufig benutzten Regressionskoeffizienten R
von Px auf 1%0 P;xy den Ausdruck
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r:l

= 5 rb + 71_ (ID)
oder fiir gleiche Dominanzgrade:
—2z
Z+9 (76)

G. Korrelation zwischen den Differenzen einer Pflanze zu
ihren beiden Seitennachbarn

Nach (5) erhilt man fiir diesen Korrelationskoeffizienten
Tl
KOV(P) — Px, Px — Py)
T = —_———
Y V(Pa—Px) - V(Px —Pp)
Fiir die Kovarianz gilt:
KOV(PA — Px, Px — Pg) = KOV(P4, Px) — KOV(P4, Pp)

r (77)

+ KOV(Px, Py) — V(Px) (78)
Benutzt man (6) und (50), so folgt:
KOV(Ps —Px, Px — Pg) = V(Px) - (2ral —r,—1) (79)
Fiir die Varianzen gilt:
V(PA —Px) = 2V(Px) —
2 KOV(Ps, Px) = 2V(Px) - (1 —r,) (39
und analog:
V(Px —Pp) =2 V(Px) (1 —1,).
In (77) eingesetzt ergibt dies:
r _2rd—rb—l _ 1 r,—T,
T Tya—ry  2taa—ry (81
Im Fall gleicher Dominanzgrade erhilt man daraus:
1 z2+4z+5
AR Ty Fayy 82)

H. Weitere Korrelationskoeffizienten

AbschlieBend sollen einige weitere Korrelationskoeffi-
zienten ohne Beweis angegeben werden.
In Bezug auf Abbildung 12 werden dabei als Bezeich-
nungen benutzt:
2'1 = Summe der phédnotypischen Werte der Pflanzen des
duBeren (gestrichelt gezeichneten) Vierecks (aufler
der Zentralpflanze X).
2'2 = Summe der phinotypischen Werte der Pflanzeén des
inneren (gestrichelt gezeichneten) Vierecks (ohne X).
> 3 = Summe der phénotypischen Werte der Pflanzen des
duBleren (durchgezogen gezeichneten) Vierecks (oh-
ne X).
2'4 = Summe der phdnotypischen Werte der Pflanzen des
inneren (durchgezogen gezeichneten) Vierecks (ohne

X).
A B C D _E
F H J
K L M N
(o] P a S
T V) v w r4
Abb. 12: Skizze zum Abschnitt H: ,Weitere Korrelationskoeffi-
zienten*,



Bezeichnet man mit z. B. r (X, X)) den Korrelationskoeffi-
zienten zwischen der Zentralpflanze X und der Summe der
phénotypischen Werte der Pflanzen des duBleren (gestrichelt
gezeichneten) Vierecks, so erhidlt man mit dieser Bezeich-
nungsweise die folgenden Korrelationskoeffizienten:

Korrelations- Als Funktionen von Im Speziaelfall
koeffizienten To und Ty X =y

3 e
r(X, L + M) 2 2 - 2212

* Ty J(z2+4)(z2+5)

2
(X, K + N) Ty, |2
z° + 4
= —_

(X,G+I+P+R)

V (22+8) (22+6)

ki W
\/2 Ty + 1
a b

I + I
2(X, K + L) —2 b 1- 2z
2(1 + 1) 2(z%+4) (25-22+4)
T + I
(X, E + M) Za " b A2z
2 (22 |2
2(r, + 3r.)
(X, Z 1) a b 2(3 - 22)
187y +i1Ty+6 V(224 (622-36a+65)
- 2(r_ + 2r,)
(X, 22) —a b’ % -z
4ry + 7mp + 2 | (22+0) (222-82+15)
2(r, + 3ry) 2(3 - 22

(X, 23)

V (22+4) (322-122+27)

1. Vergleich der theoretischen Formeln (14) und (72) mit
Simulationsergebnissen

V-B(Zra+5rb+’|)

Alle theoretischen Untersuchungen und Ergebnisse die-
ser Arbeit wurden mit Hilfe von Simulationsmethoden
lberprift und teilweise erweitert. Am Beispiel zweier Kor-
relationskoeffizienten — und zwar 1) der Korrelation zwi-
schen zwei direkten Nachbarn und 2) der Korrelation zwi-
schen einer Pflanze und der Summe ihrer vier direkten
Nachbarn — zeigt Tabelle 1 anhand von hundert verschie-
denen Modellpopulationen die gute Ubereinstimmung von
theoretischen Werten (berechnet nach den Formeln (14) und
(72)) und empirischen Werten (berechnet in Modellpopula-
tionen). Uber die Erzeugung solcher Modellpopulationen
und die Technik von Simulationsuntersuchungen dieser Art
siehe Hinn (1970, Teil II).

Jeder der in Tabelle 1 enthaltenen numerischen empiri-
schen Werte ist ein Mittelwert aus zehn Wiederholungen.
D. h.: Fiir jede der angegebenen Parameter-Kombinationen
wurden zehn unabhingige Populationen erzeugt und hierin
die Korrelationskoeffizienten (r,)eypir. URd (Te)empir, Mit-
tels “systematic sampling“ von voneinander unabhangi-
gen ,.Pflanzen“ berechnet. Die so erhaltenen zehn Werte
wurden dann gemittelt.

J. SchluBbemerkung

Das Korrelationsmuster des Bestandes kann also ein-
deutig mit r, und r;, — oder auch mit x, y, z und p — be-
schrieben werden. Im Spezialfall gleicher Dominanzgrade
in den beiden Konkurrenzmerkmalen (speziell also auch
im Fall rein additiver Genwirkung) reicht dazu sogar nur
ein einziger Parameter — némlich z =y : § — aus.

Wenn man auf die direkte explizite Abhidngigkeit der
Korrelationskoeffizienten von den urspriinglichen gene-
tischen Parametern x, y und p verzichtet, 143t sich im all-

gemeinen Fall (wegen r, = —2x%2z:22+ 4%, und 1, =
x?: 2%+ 4 %%) das Korrelationsmuster eines Bestandes
auch mit den drei Groflen x, », und z eindeutig beschrei-
ben.

Die GréBenordnung der verschiedenen Korrelationskoef-
fizienten (und ihre Beziehungen untereinander) bei den
experimentellen Daten von Stern (1966), LicHTER (1968) und
Sakal, Mukampe und Tomira (1968) stimmen recht gut mit
den aus unseren Annahmen zu erwartenden theoretischen
Ergebnissen iiberein. Das allerdings nur, wenn man Be-
stdnde auswihlt, in denen starke Konkurrenzeffekte vor-
liegen und wo die Konkurrenzkorrelationen gegeniiber den
positiven Bodenkorrelationen sehr stark liberwiegen, denn
die hier abgeleiteten und behandelten theoretischen Er-
gebnisse gelten ja nur bei Einflul von Konkurrenz als ein-
ziger Korrelationsursache.

Tabelle 1

Population P =03 p = 0,8
(£) | g | ()| (] (=) | (z) | (zg) | ()
vfr]é|u empir.|theor.| empir.| theor.|| empir.| theor.| empir.|theor.
240)120|280 120 || -0,42 ]-0,40 | -0,63 | -0,57 || -0,40 | -0,40 | -0,60 |-0,57
- 240120 [240 360 || -0,31 |-0,29 | -0,49 | ~0,40 |} ~0,19 | -0,18 | -0,27 |-0,25
2s80|120| 30} o -0,16 |-0,19}-0,42 | -0,37 || ~0,29 | -0,28 | -0,55 {-0,53
240120 30 15| -0,20 |-0,2a [ -0,50 | 0,47 |{ -0,25 {-0,24 { 0,48 {-0,a7
2a0(120| 30] a5|| -0,29 |-0,32 | -0,61 | -0,60 || -0,13 [-0,13 | -0,25 |-0,25
280|360 240 120 || -0,47 |-0,46 | 0,73 | -0,69 || 0,21 | -0,21 | -0,34 {-0,30
2401360 {220 360 || 0,42 |-0,40 | -0,64 | -0,57 |} -0,39 | -0,40 | -0,59 |-0,57
2a00360| 30| o]| ©,09 |-0,11|-0,31]-0,22 [} -0,06 |-0,03 | -0,05 |-0,06
240|360 30| 15 || -0,13 |-0,16 | -0,38 | -0,31 || -0,13 | -0,10 | -0,18 }-0,20
280]360] 30| 45|] -0,21 [-0,28 | -0,51 | -0,47 || 0,26 {-0,24 | -0,44 |-0,47
30| o| 30| o]} -0,42 }-0,%0 |-0,62 |-0,57 || -0,40 |-0,40 | ~0,60 ]-0,57
30| o} 3015 -0,36 [-0,33 | -0,55 | ~0,46 || ~0,43 | -0,43 | -0,66 {-0,63
30| of 30|45|| -0,23 [-0,21|-0,40 ] -0,29 || -0,07 {-0,05 | -0,%0 |-0,07
30| of20)30|] -0,31 |-0,30]-0,51[-0,44 |] -0,06 |-0,06 | -0,13 |-0,09
301 oj10}10}| -o0,4% {-0,45|-0,75]-0,70 }| -0,21 |-0,22 | -0,46 |-0,40
30| 15| 30} o}| -o0,45 |-0,43 |-0,67|-0,62 || -0,31 | -0,31 | -0,47 |-0,43
30| 15| 30| 15 || -0,42 [-0,40 | -0,63 | -0,57 || -0,40 |-0,40 | -0,60 [-0,57
30| 15| 30] 45|] -0,31 {-0,29 | -0,49 | -0,40 || ~0,19 | -0,18 | -0,27 |-~0,25
30| 15| 20 30|} -0,40 |-0,38 | 0,62 | -0,54 || -0,22 | -0,22 | -0,36 |-0,32
30| 15| 10} 10}} -0,47 |-0,48 | 0,81 | -0,78 || -0,37 | -0,37 | -0,69 [-0,64
30| 45| 30| o}| -0,43 |-0,43|-0,69]-0,67]| -0,06 | -0,04 | -0,13 |-0,06
30{ 45| 30| 15 -0,47 |-0,46 | -0,73 | -0,69 || -0,21 | -0,21 ) -0,34 |-0,30
30{ a5| 30] 45 || -0,42 |-0,40 | -0,64 | -0,57 || -0,39 | -0,20 | -0,59 [-0,57
30| 45| 20] 30 || -0,48 |-0,48 | -0,76 | -0,72 || -0,46 | -0,48 | -0,74 |-0,72
30| 45| 10|10 || -0,40 |-0,42 | -0,77 | -0,74 {] 0,37 | -0,37 | -0,66 |-0,65
51 o} s] o] -0,s2 }-0,40 |-0,62 | -0,57 || -0,40 | -0,80 | <0,60 [=0,57
s| of sk,5{l -0,36 |-0,33 | -0,55] -0,46 || -0,43 | -0,43 | -0,66 [-0,63
s| of sp,s}f -0,23 |-0,21 |-0,40] -0,29]| -0,07 | -0,05 | 0,70 {-0,07
5| ofl20]|30}| -o0,08 |-0,06|-0,20]-0,08 ]| -0,05]-0,02|-0,02 |-0,03
s} ol1}]40]|| -0,17 |-0,14]-0,31|-0,19|} -0,21 ] 0,18 -0,28 |-0,25
sf2,s) 5] o[} -0,45|-0,83]-0,67 |-0,62 || -0,31 | -0,31] -0,47 | -0,43
sf2,5{ 5k.5]| -0,42|-0,50|-0,63 |-0,57 ]| -0,40 } -0,40 | -0,60 | -0,57
5[2,5! 5.5 -0,31]-0,29(-0,49 |~0,40 || -0,19 | -0,18 | -0,27 | -0,25
sf2,5| 20} 30| -0,11{-0,08}~0,25|-0,11 || -0,09 | -0,05 | -0,07 | 0,07
S5f2,5|10]10{| -0,22{-0,19|-0,37 |-0,26 || 0,24 | 0,21 | -0,31 | 0,29
5(7,5) 5| o|f -0,43]-0,43]-0,69 |-0,67 || -0,06 | -0,04 | -0,43 | -0,06
5]7,5] 5p.5|| -0,47 |-0,46]-0,73 }-0,69 || -0,21 | -0,21 | -0,34 | -0,30
sl7,s] sh.s{| -o,42]-0,40|-0,64 |-0,57 || -0,39 | 0,40 | -0,59 | -0,57
s|?,5] 20} 30 [{ -0,15 { -0,12 | -0,28 [-0,16 || -0,15 | 0,12 | -0,16 | -0,16
s|7,5| 10| 10| -0,30|-0,28 | -0,47 |-0,38 || -0,26 [-0,25 | -0,35 | -0,34
20} 30| 5| of| -0,19|-0,21|-0,48 |-0,40 {{ -0,07 | -0,05 | -0,12 | -0,09
20| 30| 5R.S5 -0,27 | ~0,29 | -0,60 {-0,55 || -0,19 | -0,18 | -0,33 | -0,33
20| 30| sp.5}| -0,38 |{-0,40]-0,75 }-0,72 |} -0,40 | -0,40 | 0,73 | -0,72
20{ 30| 20| 30| -0,42}-0,40]-0,64 [-0,57 || -0,39 | -0,40 | -0,59 } -0,57
20| 30| 10} 10}| -0,48}-0,49|-0,82 |-0,80 }{ -0,42 | -0,43 | 0,73 | -0,70
10| 10| 5| off -o,40]|-0,41]-0,74 {-0,71 || -0,28 | 0,27 |.-0,45 |-0,40
10{ 10| sp,5|| -o,48]-0,48[-0,81|-0,78 || -0,42 | -0,42 | -0,69 | -0,64
10| 10| 5p,5 -0,49 | -0,49 | -0,78 |-0,74 |{ 0,42 | -0,43 | -0,69 | -0,65
10{ 10| 20| 30|| -0,22]-0,20}-0,38 }-0,27 |[ ~0,19 | -0,17 | 0,24 | -0,23
10} 10| 10| 10{| -0,s2|-0,40 | -0,64 |-0,57 || -0,40 [ -0,40 | -0,59 | -0,57
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Zusammenfassung

Ein h&ufig benutzter Parameter zur Untersuchung und
quantitativen Einschidtzung von Konkurrenzeffekten in
Pflanzenbestinden besteht in der Messung der phinotypi-
schen Korrelationen zwischen einer Pflanze und ihren kon-
kurrierenden Nachbarn. Doch diese meBlbaren phéinotypi-
schen Korrelationen sind stets ein Bruttoergebnis aus vie-
len wirkenden Korrelationsursachen. Das Ziel der vorlie-
genden Arbeit ist eine Aufteilung dieser phinotypischen
Korrelationen in ihre Komponenten, besonders in ihre ge-
netischen Komponenten, und eine Untersuchung des Kor-
relationsmusters eines Bestandes, d. h. eine Untersuchung
der durch Konkurrenz zwischen Nachbarn bedingten Kor-
relationen. Dazu wird wieder angenommen, daB zur Be-
schreibung der Konkurrenzeigenschaften einer Population
(ein Locus, zwei Allele) jeder Genotyp X zwei Merkmale
besitzt: Konkurrenzfihigkeit Fx und Konkurrenzwirkung
Wx, die beide wie normale quantitative Merkmale ver-
erbt werden. Die Werte der drei Genotypen in den beiden
Merkmalen seien (y, 4, —y) bzw. (8, 4, — ). Mit Hilfe des
einfachen Konkurrenzmodells

~
px == FX -_— (’T{I) WJ(X)

(dabei ist Px der phinotypische Wert der Pflanze X und
die Summation i(X) lauft Gber die Nachbarn von X) wird
das Korrelationsmuster des Bestandes bestimmt.

Alle interessierenden Groflen und Korrelationskoeffi-
zienten konnen als Funktionen von x = A/y, y = u/d, z = 9/
und der Genhédufigkeit p ausgedriickt werden. Im Spezial-
fall gleicher Dominanzgrade in den beiden Merkmalen (d.
h. x = y) — und daher trivialerweise auch in dem interes-
sierenden Fall rein additiver Genwirkung — hingen alle
diese Korrelationskoeffizienten nur noch von z ab und koén-
nen in einfachen algebraischen Ausdriicken formuliert wer-
den. Diese Ausdriicke werden abgeleitet und diskutiert.

Das Korrelationsmuster des Bestandes kann in diesem
Fall also mit einem einzigen Parameter voll beschrieben
werden. So erhélt man z. B. (im Spezialfall x = y) {fiir eini-
ge der in der Konkurrenzliteratur benutzten Korrelations-
koeffizienten

. —2z _ Korrelation zwischen zwei direk-
r= 24 ten Nachbarn
1 Korrelation zwischen Pflanzen,
=13~ die einen gemeinsamen Konkur-
renten haben
— 4z Korrelation zwischen einer Pflan-
e ze und der Summe ihrer konkur-
rierenden Nachbarn
1 224+ 4245 Korrelation zwischen den Diffe-
T =29, 4 4 = Tenzen einer Pflanze zu ihren bei-
den Seitennachbarn
usw.
In einigen Fillen konnen verschiedene — aus Simula-
tionsuntersuchungen gezogene — Schluf3folgerungen und

Vermutungen fritherer Autoren korrigiert und durch theo-
retische Uberlegungen prizisiert werden.

Summary

Title of the paper: Studies on competition between
various genotypes in plant stands. III. The pattern of cor-
relations in a plant stand.

An often used parameter for studying the quantitative
effects of competition in plant stands is the correlation
coefficient between a plant and its competing neighbours.
But these phenotypic correlations, which are experiment-
ally measurable, however, are always an integrated re-
sult of many effective sources of correlation. The purpose
of this paper is to divide this phenotypic correlation into
its components, especially into its genetic components, and
to investigate the pattern of competition effects on neigh-
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bouring tree correlations. We assume that for the descrip-
tion of the competition properties cf a population (ene
locus, two alleles) each genotype X has two characters:
competitive ability Fx and competitive influence Wx; both
are inherited as quantitative characters. The values of the
three genotypes in the two characters are respectively (y,
1,—y) and J, u,—6). Based on the simple model of com-
petition
Py=Fx— g()wn,\;)

(with Px = phenotypic value of plant X and the summa-
tion i(X) is over the neighbours of X) the pattern of com-
petition effects on neighbouring tree correlations can be
determined. All of the interesting quantities and correla-
tion coefficients can be expressed as functions of x = 1/y,
y = w/é, z = y/6 and the gene frequency p. In the case of
equal degrees of dominance in the two characters (x = y)
— and therefore trivially also in the interesting special
case of only additive gene action — zall of the correlation
coefficients are dependent only on z and can be simply
expressed algebraically. These algebraic terms will be
deduced and discussed.

Thus the pattern of competition effects on neighbour-
ing tree correlations can uniquely be described with only
one parameter. In this case (x = y) the formulae of some
correlation-coefficients, which are used in the literature
on competition, are:

_ —2z _ correlation coefficient between
r= z2+ 4 - two competing neighbours.
1 correlation coefficient between
r= 72 + 4 = two plants, which have one com-
petitor in common.
. —4z _ correlation coefficient between a
res 22+ 6 - plant and the sum of its neigh-
bours.
1 z2+4z+5 correlation coefficient between the
r==— - - =
2 2242244

two differences of a plant to its
direct neighbours on each side.
etc.

Some erroneous conjectures and conclusions of several
former authors, drawn from simulation studies, could be
clarified and rendered precise by cur theoretical studies.
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Dendrological and Anatomical Characteristics of a Dwarf Variety
of Sweetgum

By Kiaus SteINBECK, MICHAEL A. Taras, and PauL P. Koruanik')

(Received for publication July 8, 1968)

A multi-stemmed, symmetrical dwarf sweetgum (Liqui-
dambar styraciflua L.) growing in Oconee County Georgia,
U.S.A. was reported by Kormanik et al. (1966). Two speci-
mens of this dwarf exist in one locality. One is growing on
the terrace of an abandoned cotton field which now sup-
ports a stand of volunteer loblolly pine interspersed with
normally growing sweetgum. That bush is about 11 feet tall
(Figure 1) and about 25 years old. The second specimen
(Figure 2), about 9 feet tall, was apparently propagated by
a tenant farmer about 20 years ago and planted in the open
near a house. Both are bushy and symmetrical.

Figure 1. — Ortet of the dwarf sweetgum clone (left). — Figure 2. —
Open-grown ramet of the dwarf sweetgum clone (right).

Similar dwarfs are growing at the Forest Nursery Com-
pany near McMinnville, Tennessee. Its president reports
that he observed four or five of them in nursery beds of
normal sweetgum seedlings. Therefore this dwarf form
does not seem to be as unique as had been assumed. Be-
cause we have been unable to distinguish among any of
these dwarfs in the field, the nomenclature published by
the Forest Nursery Company naming the dwarf L. styraci-
flua c.v. ‘Gum Ball’ (ArNoLD1a, 1969) will be followed in
this paper.

Several of the dwarfs have been propagated vegetatively
from root and stem cuttings. All propagules retained the
bushy habit of the ortet (Fig. 3).

Scion material from the dwarf has been successfully
grafted onto rootstock of normal sweetgum seedlings. These
grafts are in their fourth growing season. They have re-
tained their deliquescent habit after grafting (Figure 4)
and seem to inhibit the buds of the rootstock.

1) Assistant Professor, School of Forest Resources, University of
Georgia, Athens, Ga., Principal Wood Scientist and Silviculturist,
respectively, U.S.D.A., Forest Service, S.E. Forest Experiment Sta-
tion, Athens, Ga. The senior author was employed by the Forest
Service in Athens when research was performed.

Figure 3. — Three-year-old ramet produced by a root cutting.

Dendrological Characteristics

The two outstanding characteristics of this dwarf sweet-
gum are its symmetrical deliquescent growth and the
absence of flower production. According to observations of
Brown et al. (1967), L. styraciflua L. possesses weak apical
dominance but exhibits strong apical control, a combination
which results in an excurrent habit of growth. The dwarf,

Figure 4. — Three-year-old graft of dwarf sweetgum on normal
stock.
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